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Sammlung Göschen 



Höhere Analysis 

Erster Teil 

Differentialrechnung 

Dr. Friedrich Junker 

Mit 63 Figuren 



G. J. Gösciien'sclie Verlagshandlung 
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I. Abschnitt. 
Yorbereitnng zur Diffei-entialreehnung. 

§ 1, Konstante iiinl veiäiiderliclie Gi-üssen. liegrilt 
der Funktion. 

1. Erklärung. Eine Grösse, welche nur einen 
einzigen bestimmten Wert hat, heisat konstant. Man 
bezeichnet solche Grössen mit a, b, c, . . . ; A, B, 
G, ...;<»,. ß, 7 .. . 

2. Erklärung. Eine Grösse, welühe behebig 
viele Werte annehmen kann, heisst eine veränder- 
liche oder variable Grösse. Grössen dieser Art 
werden durob die Bnchataben s, y, z, ... oder X, 
T, Z, . . . oder I, )j, ?, . . . angegeben. 

3. Erklärung. Jeder Ausdruck, welcher kon- 
stante uud veränderliche Grössen in irgend welcher 
Verbindung enthält, heisst eine Funktion dieser 
Grössen. Gewöhnlich bezeichnet man die Funktionen 
symbolisch mit den Buchstaben i, f, ip, , . . oder auch 
mit !•', 35, W, . . . und versteht unter f (x), 91 (x), . . ., 
P (x), . . . Punktionen, in denen nur eine Veränder. 
liehe X enthalten ist, desgleichen unter f (x y), f (xy), 
. . ., P (sy), . . . Punktionen, welche zwei Veränder- 
liche X und y enthalten, etc. 
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10 Vorboreitang znv DiSerentialrechnung. 

Hat man bei einec Aufgabe mehrere Veränderliehe 
in ßeuhüuug zu aiehen, so kann man. einigen derselben 
willkürliche Werte beilege» und alsdann die übrigen 
durch diese ausdrücken. Die ersteren heisaen in diesem 
Fall die uaabhängigen, diese die abhängigen 
Veränderliche» oder die Eunktionea der unab- 
hängigen. Erscheinen die ersteren in i'unktiou der 
unabhängigen aufgelöst , so heiaaen sie auch e n t - 
wickelte (expiioite) irunktionen der unabhängigen. 

So ist z = f{xy) = ai' + ljy' 
eine entwickelte Funktion der unabhängigen Veränder- 
lichen s und y. In der Gleichung 

dagegen sind die Veränderlichen syz unentwickelt mit- 
einander verhiindeu. 

g 2. Eintelluiig der Funktionen. 

Die Funktionen, mit denen wir es im folgenden 
zu tliun haben werden, zerfallen in algebraische 

Erklärung. Eine algebraische Funktion ist 
eine solche, in welcher VerSnderlicbe und Konstante 
durch algebraische Operationen - — Addition, Subtrak- 
tion, Multiplikation, Division, Radizieren, Potenzieren 
— verbunden sind. 

Man unterscheidet wieder einfaclie und zu- 
aammengesetzte Funktionen dieser Art, Ist c eine 
Konstante und x die Veränderliche, so sind 
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Einteilung der Funktionen. 



die eiafaohaten algebraisclien Fuuktionen. 


Dagegen 


sind die folgenden 




a + x7b"-x; -l 4-s', etc. 




als zusammengesetzte Funktionen zu bezeich 


nen. 


Die algebraischen l'unktionen zerEallen i 


n ratio- 


nale und irrationale i'unktionen und di 


e ersteren 


wieder in ganze und gebrocliene rationale Punk- 


tionen. 




Der Ausdruuk 




a„ + a,x + a,x= + ... +a„xn 




ist eine ganze rationale Funktion, 




(a„ + a,x + a,x' + ... + a,„xm): 




(b„ + b,x + b,s' + ...+b„x") 




eiae gebrochene rationale Funktion eiaer 


Veränder- 


liehen X. Eine algebraiaelie Funktion wird 


irratiü- 


nal, wenn die Veränderlichen auch unter dei 


L! Wurzel- 


zeichen auftreten. Beispiele: 




^'-^-.|/a:FbxTcx-^^^■ 




Erklärung. Zu den t ransoendent 


en Fuuk- 


tionen gehören: 




«) die Exponentialfunktionen a^ e" ; 




ß) die logarith mische Funktion log x 


(geleseu: 


Logarithmus von x im System mit 


der Basis 


a oder kurz im System a); 




j") die trigonometrischen Funktionen si 


nx, cosx, 


tg X, cot x; 




ä) die cyklo metrischen Funktionen aj 


■c sin X, 


aro cos Xj aro tg s, aro cot x. 
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12 Vorbereitung zur Differentialrechnung. 

§ S. Bcmei'kniigen zn den. tunnscBiulBiiten Funktionen. 

u) Die logarithmisclien Funktionen. 

Erklärung, Ist eine Potenz b = aV gegeben 
uuA der Exponent y gesuchtj so Loiast diese Operation 
das Logari tlimier ea, Die gegebene Potenz b iat 
der Logarithmand, der geauclite Exponent y heisst 
der Logarithmua, die gegebene Basis a der Potena 
sJ bildet die Basis oder Grundzahl eines Loga- 
rithmen syst eins. 

Wir erhalten aus obiger Gleichung durch Logarith- 

y-lngb, (1) 

d. h. der Logarithmus b für die Basis a lo- 
garithmiert giebt den Logarithmus. 

Setzt man aus (1) den Wert von j in die gegebene 
Gleichung ein, so folgt; 

a log b _ ^ (2) 

d. h. dio Basis mit dem Logarithmus poten- 
ziert giebt den Logarithmand. 

Die Logarithmen aller Zahlen für eine bestimmte 
Basis bildeu ein logarith misohes System. Hiebei 
ist die Basis selbst willkürlich. Nur muss sie die 
Eigeasohaft haben , dass sie , mit beliebigen Zahlen 
potenziert, jede beliebige Zahl hervorbringt. Daher 
kann die Zahl 1 , wie auch jede negative Zahl nicht 
Basis eines Logarithmensystems werden. 

Aus der Gleichung (1) folgt für b = 1, hezw. a ^ b, 
log 1=^0, bzw. Ioga=^l, 
d. h. der Logarithmus der Zahl 1 ist für 
jedes System gleich 0. 
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Bemerkungen zu den transcendenten Funktionen. 13 

Der Logarithmus der Zahl a im Syatem 
a ist stets gleich 1. 

Logarithmiert man heiderseits die Gleichung 
x = ay, so folgt lbgx = j; 

andererseits ergiebt sich, wenn man die Basis c zu 
Grunde legt 

log x^ logay =yIog a, woraus folgt: 
y = logx:loga 

Indem man heido Werte von y mit einander ver- 
gleicht, erhalten wir den wichtigen S a t a. 

log X = log X : log a (3) 

DerLogarithmus derZahl x imSystema 
ist gleich dem Logarithmus von x im Sy- 
atem c dividiert durch den Logarithmus 
You a im gleichen System. 

Dieser Satz dient dazu , die Logarithmen für ein 
System (mit der Basis) a zu hereclinea, wenn diejenigen 
im System c bekannt sind. So ist z. B. 
log 3 = log 3 : log i = 0,79239. 

In der elementaren Mathematik werden nur die 
gemeinen oder hrigg'schen Logarithmen ge- 
braucht, deren Basis die Zahl 10 ist. Ausser diesem 
System kommt in der Analysia noch das natürliche 
oder N e p e r sehe zur Anwendung , dessen Basis die 
irrationale 2ahl e = 2,7182818 . . . ist, die wir in den 

Erklärung. Setzt man in (.S) o = e gleich der 
Basis des natürlichen Logarithmensystems , so heisst 
loga der natürliche Logarithmus voa a und 
wird allgemein mit la bezeichnet. 
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Vorbereitung zur Differentialrechming. 
Damit gellt die Formel (3) über in 



(4) 



Erklärung. Der reziproke Wert des natür- 
liclien Logarithmus von a heJsst der „M o dul des 
Logarithmensystema mit der Basis a" und 
wird bezeichnet mit 



Ma = 



(5) 



Satz. Der Logarithmus irgend einer po- 
sitiven Zahl X im System mit der Basis a 
ist gleich dem natürlichen Logarithmus 
von X multipliziert mit dem Modul Ma 
log x = Ix Ma (6) 

Für die hriggisohen Logarithmen ist 

Ma = 0,43i2944e . . . 
ß) Die trigmometrischen Funktionen werden 
gewöhnlich durch Strecken im Kreis vom Eadiua 1 



Ist 0A = 


1, so 


ist 




n y - B F, 


COSgj 


= 0V, tgj) = AE, cot^i^OD 


c 




D 


lu der Analysis dagegen 








/■ 


werden die "Winkel als Bö- 






5 




gen in Teilen des Halb- 
messers ausgedrückt. Die 


ß 




\, 




Zahl X, durch welche die 




7 






Grösse eines Winkels y ge- 




/ 




messenwird, ist eine absolute 








Zahl, nämlich die Längen- 


FiR, 1 






aahl des zum Winkel y ge- 


gen B 


gons 


gern 


essen 


aui einem Kreis vom Eadlua 
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Bemerkungen zn den traBscendeiiten Funktionen. 15 

1, Die volle Umdrehung, der Winkel von 360°, erhält 
den Zahlenwert 2 re und der Winkel vou ep" den nume- 
rischen Wert 

Zu jeder Zahl x gehört alsdann ein sinus, coainus, 
tangens, cotangena. Diese Funktionen nennt man tri- 

j.) Die cyklonietri = chen Funktionen. 

Man kann such umgekehrt x als Mass einer tri- 
gonometrisch ea Linie betrachten und den zugehörigen 
Bogen aufsuchen. 

Auf diese "Weise gelangt man au den inversen 
Kreis Funktionen oder den cyklo metrischen Funktionen 

die somit als die Umkehrangeii von 

y = sinx, y = cos s, y = tg x, y = cot x 
zu betrachten sind. 

Erklärung. Man versteht beispielsweise unter 
y — arc sins (gelesen: arcns sinus von x) den Bogen 
(im Kreis vom Radius 1), dessen sinus gleich x ist 

Einige Beispiele seien hier angeführt: 
= arc (sin — 0), = avc (cos = 1) oder allgemeiner 
n ^ = arc (sin - 0), 2 n « = arc (eos = 1), 
wo n eine ganze Zahl ist. Ferner ist 

|«.ro(Bm^l)-.rc(oo.-0), 



= .PB(tg-l) 

: Gleichung 
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Vorbereitung zur Differentiakethnung. 

n eine cy k lometriache unigeaetzt 
1 und umgekelirt. So zielit z. B. die 



die cyblometrisclie nacli sich 

wenn wir cos f ^ x ((p ^- aro cos s) setzen, so folgt : 

^^^ Die Richtigkeit dieser 

Gleichung geht auch aua 

der Figur 2 hervor, in wel- 

g, clierOA--l, PC = DO = x 

w, angenommen ist, denn hie- 

t rin ist 

P A-= aresin K; P B - are 



tg[-^— ^pi^-eoty 

{tg = cot;p) und wer 







ätzt wird 
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Geometrische naratellung der Pniikfionen. 
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§ 4, Geometi'ische Darstelinng der Funktionen. 

Die analytisclie Geometrie bietet ein einiacliea 
Mittel dar, ein Bild jeder Funktion zu entwerfen 
für den Pali , dasa in letzterer nicht mehr aia eine 
oder zwei unabbäugige Veränderliche aufti'eten. 

lat die abhängige Veränderliche y mit der unab- 
hängigen X durch eine der G-leichungen 

,_f(i) od.l-y(x,)-0 (1) 

verbunden, so kann man hierin x als Ahsoisse uad y 
als Ordinate eines Kurvenpunkta betrachten. Alsdann 
stellt jede der Gleichungen (1) eine ebene Eurve dar, 
von welcher sich beliebig viele Punkte konstruieren 
lassen, indem man zu irgend einem Wert von x den 
zugehörigen Wert Yon y berechnet und in das Koordi- 
naten System einträgt. 

Die Funktion y = x 
stellt beispielsweise eine Pa 
rabel dar, welche die x-Ak< 
im Ursprung berührt. Dei 
Ahacissen + 1, + 2, + 3, . . 
entsprechen die Ordiiiaten 
1, 4, 9, . . . 



Ihre Gestalt vi 

licht die Figur 3. 

Erklä 



schau- 



Die den 



Gleichungen (1) entsprechen- 
den Kurven heiaaen ratio- 
nal oder transcendent, 
je nachdem f(x) bezw. }>{xy) rationah 
dente Funktionen von x bezw. x and 







Ku 



, Höhere Analysi» 
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Yorhcreitiirg zur Differentialrechnung, 

1, die gerade Linie S'ig. 4, 
deren Gleichung auf die Ji'ürm ge- 
bracht werden kann: 



wo mit a und b die Strecken be- 
zeichnet sind, welche von den Äxen 
abgeschnitten werden ; 

2. die EUipae, bezw. Hyper- 
bel Fig. 5 uQd 6, deren Gleichung 
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Geometrische Darstellung der Funktionen. 19 

3, das karteaische Blatt Fig, 7, dessen Glei- 
chung ist : 




4. die Lemniskate von Bernoaüli. Fig. 8 
welche die (illeichung hat 




on tvanscendenten, Kurven, 
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Yorbereitung zur Differentialrechnni 



rithmisc 
2. die tr 



lonentialf unktion y ^ a^j die ! 
5 Funktion y = logx; 



3. die cyklometr: 



deren Gestalt i 



, y^tgx, y = cots 



■Ugx. 



- arc cot X 



y i 



Fig. 9. 



a lernen worden. 
Enthält eine Eiinktion 
drei VeriinderUche xyz, 
so können dies eil) en alg 
die rechtwinkligen Koor- 
dinaten X, y, z eines 
Punkts P im Eamn an- 
gesehen werden, dessen 
Entfernungen von den 
drei Koordinaten ebenen 
(yz-Ebene, zs-Ebene, xy- 



Ebene) c 



I y; 



z angegeben sind. Siehe Pig. 9- 

Dann stellt jede der Gleichungen 

z = f(xy) oder ,,(xyz)-0 
eine Fläche dar, welche co" viele Punkte des Raumes 
enthält. Ein Beispiel hiefüi- bietet die Funktion 

z = x' + j' 
dar, welche ein Drehungsperaholoid repräsentiert, das 
die xy-Ebene im Ursprung berührt nnd durch Fig. 20 
veranschaulicht wird. 

§ 5. ümkchrnug der Funktionen. 
Erklärung. Löst man die Gleichung y = f{x,) 
in welcter bis jetzt y in Funktion von x ausgedrückt 
ist, nach x auf, setzt man also x = y(y), 80 lägst sich 
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hierin auch x als Funktion von y und letztere Ver- 
änderliche als unabhängige und s ftls abhängige be- 
trachten.. Vertauscht man nachträglich x mit y , um 
wieder s als unabhängige Veränderliche zu erhalten, so 
heisst y = 95 (x) die i n v e r s e oder umgekehrte 
Funktion von y^=f(s). I>er Prozess des TJebergangs 
von f (s)zuy (x) heisst entsprechend „Inversion oder 
Umkehrung" der Funktion f(s). 

Ist ip (x) die TJnikehrung von i (s), so ist auch um- 
gekehrt £ (x) die Umkehrung von 71 (x), 

Stellt y = f (x) eine ebene Kurve dar , so erhält 



i Bild dei 



Funktion y=^<p(x), inden 



man dasjenige von y = f(x 


um die Halbie 


•ungalinie 


dos von der + x-Axe und 


der -f y-Äxe gebildeten 


Winkels umklappt. 






In den zu folgenden Be 


spielen gehörige 


a Figuren 


10, 11, 12 sind die Bilder 


der inversen Funktionen 


strichpunktiert gezeichnet. 






Orlginalfuuktion: 


Inverse Fun 


ktion: 


1. y = a- 


y ^ log X 




Exponentialkurve, Fig. 


0. Logarithmusl 


nie. 
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\„ 





■0^ 


*y 

/ li l/_ 


y{ \\ y 
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Umkehrung der Funktionen. 23 

Origiualfunktion: Inverse Funktion: 

2. y = sinx y = arosinx 
Sinualinie. Fig 11. Ariussinuslinie. 

3. y = tgx y = arctgx 
Tangenslinie. i'ig, 12. Arcustan genau nie. 

4. y = oosx y--arccosx 
Cosinnaliuie. Arcuscosinuslinie. 

5. y ^ cot X y ^ arc cot x 
Ootangenalinie. Ärcuscotangenslinie. 

Die Bilder der Funktionen (4) uud (5) sind gana 
ähnliche Kurven wie die entsprechenden der Funk- 
tionen (2) und (3). 

Ist die Gleichung einer Kurve in der impliciten 
Form f (x y) = 0, gegeben , so erhält man auch die 
Gleichung der inversen Kurve , indem man hierin x 
mit y vertauscht. 

Ist f(xy)^0 die Gleichung der Originalkurve, so 
ist diejenige der inversen Kurve dargestellt durch 
f(y,x)=0. 

Erklärung. Eine Funktion f(xy)^0, die sich 
nicht ändert, wenn man die Veränderlichen x und y 
vertauscht, heiäst sich seihs tin ver s. 

Geometrisch stellt eine solche Funktion eine Kurve 
dar, die symmetrisch zur Halhierungslinie des von der 
+ x-Ase und der + y-Axe gehildeten Winkels liegt. 

Sich selbst inverae Funktionen sind beispielsweise 
die folgenden 

x + y-a = o, a(x'+y'} + bxy + c(x+y) + d=0 
x' + y' — pxy = o, xy — a = o, 
von denen die beiden letzten — das Foüiim von Des- 
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24 "Voibereituiig zur DifEere.ntiah'ecliiinilg. 

cartes und die gleichseitige Hyperbel — durch Eigur (7) 
und (13) dargestellt sind. 



Fig. IB. 
§ 6. £iu(lcutfgfceit uiitl Melirdeiitigkelt der Funktionen. 

Erklärung, EinePunktion y=f{x) iieisst ein- 
deutig, wenn zu irgend einem Wert von x nur ein 
einziger Wert von y gehört. Sie Leisst n-deutig^ 
wenn für einen Wert von x die Gleichung y = f (s) 
n-Werto yi y^ ■ ■ ■ yn von y liefert. 

So ist beiepielaweiae y = yax-|-B für alle Werte 
b 
von X > — — zweideutig, da man der Quadratwurzel 

sowohl das positive als das negative deichen gehen 
kann, Sie wird eindeutig wenn a x -[- b = o oder 

X = — — ist und o-deutig für alle Werte von x < , 

Für die rationalen Funktionen gilt der 
Satz. Jede rationale Funktion ist eine 
eindeutige Funktion. 

Beispiele von mehrdeutigen Funktionen bieten die 
irrationalen Funktionen dar. 
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§ 7. Grenzwerte der Funktionen. 

1. Erklärung. Weun eine veränderlicke örösse 
X sicii mehr und mehr einer hcstimmten Zahl a 
(0, 1, 2, . . ., 05) nähert und ihr Unterschied von a 
sohlieaahch kleiner bleibt als irgend welche angebbare 
Grösse, bo sagt man x habe den Wert a znr Grenze 
(limea) und bezeichnet diesen Proaess durch 

lim6=(i_a). 
Nähert sich x dem "Wert a, so nähert sich gleich- 
zeitig anch jede Funktion f (x) von x einer Grenze A 
nnd man drückt diesen Prozesa aus durch 

llmf{x)| -A, 

d. h. i (x) erreicht die Grenze A, wenn x die Grenze a 
erreicht. A heisst der Grenzwert der Funktion f (x). 

2. So ist beispielsweise 

liin(x= + a% = a=2a', lim(x^ ~ax)x^a = 0, 

3. Ist ferner 



der Inhalt eiaes in einen Kreis 
von Radius r beschriebenen reg«- \ 
lären n-Ecks (Fig. 14), so nähert 
sich derselbe um so mehr dem In- 
halt J des Kreises, je grösser n 
wird, d. h. es ist 



J = lin 







Es seien noch folgende Sätze angeführt: 
4. Satit: Der Grenzwert der Summe oder 
r Differenz zweier oder mehr erer Eunk- 
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26 Vorbereitung nur Differontialreclmnng, 

tionen ist gleich der Summe oder der 
Differenz der Grenzwerte der einzelnen 
Puuktionen. 

lim{f(x)+^(x) + ^(x) + ,..)-A+B+C + ..., 
wo A, B, 0, . . . diß Grenzwerte von f, y, i/'j ■ ■ ■ ^^- 
zeichnen. — Ebenso gilt der 

5. Sfllz! Der Grenzwert des Produkts, beaw. 
Quotienten zweier Punktionen ist gleiob dem 
Produkt, bezw. Quotienten der Grenzwerte 
der beiden Punktionen. 

linif(x)y(x) -=A.B 

Um dies zu beweiaen, denke man aioh die beiden Funk- 
tionen i und f auf die Porm gebracht 

lM-A + g(x), ,.(x) = B + l,W, 
WO g und b Punktionen vou x bezeichnen, die für 
K = a verseil winden. Dann geht das Produkt 

f(x)y(x)=ÄB + Ah(x)+Bg(x)+g(x)h(x) 
für X = a über in 

f(a)y(a) = A.B; ebenso 

-Vt= V,-, womit der Sata bewiesen ist. 
5>(a) B' 

6. In vielen Fällen tritt der Grenzwert einer 
Funkt n a ch iö unbestimmter Form auf. Dann hat 

an d e 'i.ufgabe zu löaeoj den wahren Wert derselben 
1 fz u 1 en So geht beispielsweise die Punktion 

— für s =^ a in die unbestimmte Form -r- über. 

D V 1 e t n ^B jedoch vorher mit x— a durch, so folgt: 
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lim- = lim x^ + as + aM =3a'. 

X— a \ /K--a 

Wie die Differeiitiakeohnung ein Mittel darbietet, 

den wahren Wert von Grenzwerten zu berecbnen, die 

zuBäcbst in unbestimmter Form auftreten, wird in 

§ 31 — 35 gezeigt werden. 

§ 8. Die Zahl « nnfl die Summe der k'l^. roteiizen 
der nutttrlichcu Zahlen. 

a) Setzt man in dem Ausdruck au = (l + — ] 

der Reihe nach n = 1, 2, 3, 4, ..., so ergehen sich 
hiefür die Zahlenwerte 

a, = 2, a, = (-|-] - 2,25, a^ = (^j = 2,370370 . . . , 

a,= U-) =2,44140.., etc., die fortwährend zu- 
nehmen und einem gewissen Grenzwert zustreben, der 
jedenfalls grösser als 2 ist. 

Sind a und b den Bedingungeo unterworfen 
(2) a > b > 

und ist n eine ganze positive Zahl, so ist offenbar: 



ai + J- 

(ä) i 


-b« 

— ]> 


+ 1 


, »« + a"- 


-1 h + a"-^ b' 


' + .. 






+ 


bii<{ti+l)an, 




.omit «mli 














jD + l 


. — bn 


-1-1 < (.- 


-b)(n + l)an 




Setzt r 


»»nli 


lierin i 


,m Einkk 


ng mit der Bei 


dingi 




«. 


= 1 + 


1. '- 


'+.-iT 




m folgt na 


A ei 


iüiger 


Umformi 


ing: 
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28 Vorbereitung zur Differentialrechnung, 

ein Ausdrack, der zeigt, daas ia der Reihe der 
Zahlen a^ a^ a, , . . jede folgende grösser ist 
als die vorhergehende. 

Setzt maa andererseits ebenfalls in lieber eins tim- 
miiQg mit (2) 

• = »+?;■ 1" = '. 

so geht die Ungleichung (3) über in 

<'*> (' + inj < 2 "'■"(' + A)" < *■ 

Diese Formel zeigt, dass, wie gross auch n wachsen 
möge, keine der Zahlen a, a^ a^ . . . den Betrag i er- 
reicht. Wir achlieasen deshalb, dass der Ausdruck 

ll-| j für ein unendlich wachsendes n sich mehr 

und mehr einer zwischen 2 und 4 liegenden Grenze 
nähert. Diese Qrenze wird allgemein mit dem Buch- 
staben e bezeichnet. 

Satz: Unter der Zahl e versteht man den 
Grenzwert, gegen welchen der Ausdruck 

[l+-M°für n = a> oder auch der folgende 
(l + 5)~6' für 6 = oonvergiert. 

(6) « = 'i™(l+T)L. = ^""(l + ^)Lo- 

Die Zahl e ist irrational und naherungsweiso an- 
gegeben durch e= 2,7182818... 

Man berechnet sie am einfachsten, indem man den 
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Die Zahl e. 29 

Ausdruck (lH j mit Hilfe des binomisolien Lehr- 

aatzea nach Potenzen von — entwickelt und nachträg- 
lich n =^ t» setzt: 

''-l + >+il + 3!+-4T+-- 
WO k ! -= 1 . 2 . 3 . . . . k ist (gelesen : k-Fakultat). 

Kimmt man in Formel (6) heiderseits die Loga- 
rithmen tiir die Basia a, m folgt: 

"Wird die Zahl e selbst als Basis des Logarithmen- 
systema angenommen , so bezeichnet mau nach § 3, k 
log mit 1 und erhält: 

Setzt man j == a" — 1 , ao entspricht dem Wert 

i5=:0 der "Wert x^^O und umgekehrt und folgt: 

a'^ = d + l, K=log(d + l):loga. 

"Weiter ergieht sich hiermit 

a^ — 11 ■! i 

lim — 



loga _ loga 



lim(ö + l)7 "** 
Es ist somit 

u„ltr.-^l ='''-«' (9) 

X ix- löge 
r vom e seihst Basis des logarith mischen Systems ist 

li„"^| _1.. (10) 
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30 Vorbereitung zur Differentialrechiraiig. 

Setzt man schHeaslicli noch hierin a = e, so folgt: 
lim ^^^=. 1. (11) 

b) Bekanntlich*) ist S, -= 1 + 2 +3 + . . . + n 
= -^-(d + 1), somit 

S, = l' + 2'+3'^ + ... + n==--^ + ^ + -^, daher 

^^A,- ,-_! li™ 8=_J. ,,, 
n= 3 + 2 + 6'"="!.' 3' 
Die Humme Sk= l" + 2't + ... + nii' durch cinon 
ähnlichen Äuadnick wie 8,, S,, ... anzugeben, ist bis 
jetzt allgemein nicht möglich gewesen. Es mag daher 
für unsere Zwecke genügen den Wert von — , , , 
Kwischeii zwei Zahlen einznachliessea und hieraus den 
entsprechenden Grenzwert abzuleiten. 

Legen wir wieder die Bedingung (2) zu Grunde 
und setzen in (3) an Stelle von n die Zahl k, so ist 
offenbar , wenn wir zuerst für b das grössere a, dann 
für a daa kleinere b setzen 

aii + J — b^-f 1 

(^ + 1) a" > ^ZTb > (1= + 1) ^"- 

Wird hierin in Ueb er ein Stimmung mit (2) zuerst 
a = x + l, b = x, dann a = x, b = x — 1 
gesetzt, so ergeben sich zwei Ungleichungen, die durch 
die folgendes zusaminengefaast werden können; 
(i+ l)i. + i_it> + i j x> + »-(x-l)> + i 

k + 1 ~ ■>x < ij^j 

') VergL Sammluns Göschen B± 63, g 88. 
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der natüi'lidiea Zaiileii, 



"Werden alle liieraus für x = l, 2, 3, . . ., a ent- 
Springeaden TJngleiohungen addiert und wird mit ii'< + ' 
dividiert, so folgen die weiteren Ungleichungen 

nh + i(fc + l) ""^n''-+' ^k+V 



1 ,. Sk l 

3 Gleichungen können offenbar nur bestehen, 



"k+1 



lim ^^ 

n-o^iik + i 

ist. Satz. Der Quotient 

-J^ = ^ia'' + 2'' + ■■■ + -''} 
nähert sich hei unendlich wiLchsend. 
Siehe 8 11. 



i.K tsx 



§ 9. Die Grenzwerte von 
1. Aus Figur (1) folgt 
BF<AB<AEoder 
siiix<x< tg X, daher ist auch 

sinx s tgx 
multipliziert man hierin mit 
sin X durch, su erhält man 

Für X ^ wird cos x := 1 , daher ist im Cfreuzf all 
lim"°-| Sl. 
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32 Vorbereitung zur Differentialrechnung, 

Diese Ungleichungen können offenbar gleichzeitig 
nur bestehen, wenn lim—-! —1 ist. (1) 

sinkxl 

2. Fni lim 1 zu bestimmen, setze man 

k X = y, dann folgt 

lim^^^l =klim^' =k.l=k. (1) 

3. Ebenso crgiebt sich 

4. Nach obigen Formeln läsat sich auch der in 
§ 7, 3 angegebene Grenzwert J für den Inhalt eines 
Kreiaes vom Radius r bestimmen, nach welchem der 
Inhalt i eines in den Kreis beschriebenen regulären 
n-Ecks bei unendlich wachsender Seitenzahl conver- 
giert. Es ist 

J = lim;l ^ = r'limnain-Jcoa-j| _^ 

Setzt man -^ = s, so folgt 
limn sin— cos — ■ =;ilim — -- cos x' =re; 

daher ist der Inhalt des Kreises 
J = nr r^ 

4. Ferner ist -^ — ?iB£. , daher 

llm:^ = lim!ü.^| -I. (4) 

5. Um lim -l zu beatiminen, setze mau 
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Unendlich kleine Grössen. 33 

arcsiny=x, dana ist y = smx. Der Grenze y = 
entspricht die Grenze x = 0, daher ist 



lim''"-^'' = liEi^^^~| _ -1. (6) 



% 10. üuenilllcli kleitii 

1. Erklärung. "Wenn eine veränderliche Grösse 
a gegen Null convergiert , d. h. wena sie sich dem 
Grenzwert mehr und mehr nähert, 80 dasa ihr Unter- 
schied voB kleiner wird als jede angebbare Grösse, 
so sagt man, die Veränderliche sei unendlich klein. 

Nähert sie sich mehr und mehr dem Grenzwert 
unendlich (3o), 80 sagt man, sie werde unendüch 
gross. 

2, Erklärung. Eine uuendlioh kleine Grösse ß 
haiast von höherer Ordnung als a, wenn 





lim-^ = ist. 


3. ErklHrn 


Lug: Zwei unendlich kleine Grössen a 


und y heisseii vo 


n derselben Ordnung, wenn ihr Quo- 


tient gegen einen 


von verschiedenen endlichen Grenz- 


wert convergiert. 






Hm — - A. 


4. Ist a eine 


1 unendlich kleine Grösse erster Ord- 


nung, so ist ^ = 


= Ao= eine TinendÜoh kloine Grösse 


zweiter Ordnung, 


y - B a' eine unendüch kleine Grösse 


dritter Ordnung 


u. a. w., wo A, B, . . . endliche von 



rschiedene Zahlen bezeichnen. 
Junker, Hötero Analysia. 
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34 Vürberuitung zur Differential reclmuiig. 

5, Die Eechnung mit unendlich kleinen Grösaon 
gründet sict iiuf folgende Sätae. 

I. Satz. Eine unendlich kloine Grösse 
höherer Ordnung ist im Vergleich zu ciiicr 
solchen niederer Ordnung selbst unendlich 
klein und kann deshalb in der Rechnung 
dieser gegeiiühei- vernachlässigt werden. 

TJm dies zu heweisen, nehme man an, ß^A-a"^ 
sei unendlich klein von der m'^^-Ordnung , 7 ^ B a" 
unendlich klein von der n^^"- Ordnung, dann ist 

,« + ■/ A 
^-iT-a'+l, somit 

hm = 1 oder 

y 

ß+r — Y' 

womit der Satz bewiesen ist. Eine Eolgo dieses Satzes 
ist auch der weitere 

II. Satz. SetBt sich eine endliche Grosse 
U aus unendlich vielen unendlich kleinen 
Grössen a„a„a,... zusammen, 80 ändert sich 

unendlich kleine Grosse et von höherer 
Ordnung als «k vermehrt (oder vennindert) wird. 

Es sei tJ = ct,+a, + . .. + «„. 

Setzt man an Stelle von 0.,, a^, ... die Grössen 
"i~l~*ii ß2~l~'^ji ■• ■! ^o ^iö « ^011 höherer Ordnung als 
a aueudlich klein sind, so folgt 
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Quadratur einiger Kurven. 

Vcrstehlj man iiieiin unter 5 deu numerisch 
iler Quotienten — *-, — '-, . . ., so ist offe)Yl>ar 

r+j(,,,+'„,H^.. .)>»,+., +.,+., + ... 

>U-«(»,+., + ...) oder 
wenn wir hierin beiderseits TJ Biibtraliiereu : 

Da nun im Grenzfall jeder der Quotiedten ^-, 

— ^,..., also auch 5 v er ach wind et, so fallen schliesslich 
die heiden Grenzen "üd und —TJiJ, zwischen denen (3er 
bei der Suinmation begangene Eehler enthalten ist, in 
zusammen. Dieser muäs also im Grenzfall selbst 
verschwinden, d. h. die Siimmation mnss richtig sein. 

Einige Anwendungen dieser Sätze sollen in fol- 
gendem gemacht werden. 

§ 1.1 . ((nadvatur eiiiig^cr Kurve». 

1. Erklärung. Unter 
der Quadratur einer Kurve 
versteht man gewöhnlich 
die Berechnung des Inhalts 
¥ der Eläcfie, Fig. 15, 
welche von den Ordinaten yo 
und yn zweier Kurvenpunkte 
Po und Pi,, dem Kurven- 
bogen Po Pn und der Ähscis- 

Teilt man die Strecke 
Aq Au=^Xn — Xji in n gleiche Teile 



•y I), T 


P 


a- 


».r-^C. 




ti/f. 




yn 


Y \ 




_ 


^-^-Ao A. 


^1. 


\„*x 
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36 



Vorbereitung zur Differentialrachiiuiig. 



1 , 



die für n -- od diö Grenze haben sollen und be- 
rechnet die zugehörigen Ordinaien j„ y, y, . ■ ■ ya aus der 
gegebenen Kurvenglei chang y = t (x), so lässt Bich der 
Fiächeniahalt U als die Grenze betrachten, gegen 
welchen die Summe der Rechtecke 
IJn = D„ A„ A, r, + D. A, A, P, + . . . oder auch die fol- 
genden U'n=-P„A„A,C,+P, A.A,C, + ... 
bei unendlich wachs ezidem n üon per giert; 

ir^lim(y, a+y,o + ... + yaB)ii = « 
= lim(y,cc4-y,« + --- +ya-i«)n=K, 
denn jedes dieser Eechteoke ist für n = oo eine unend- 
lich kleine Grösse erster Ordnung, gegen welche die 
Flächenstücke D^P^P,, D. P, P,, ... bezw. P„ 0, P„ 
PjOjPj, , , ., welche znr Vervollständigung des ge- 
suchten Flächeninhalts IT suhtrahiert oder addiert wer- 
den müssen, als unendlich kleine Grössen zweiter Ord- 
nung nach Satz II des vorigen § ohne Fehler ver- 
nachlässigt werden dürfen. 

2. Quadratur der Pa- 
rabel. Die Parabel y = ax' 
berührt die x-Axe im Ursprung. 
Es ist der Flächeninhalt ge- 
sucht, welcher von dem Kurven- 
bogen P und den Koordinaten 
X und y des Punkts P einge- 
schlossen wird. 

Teilt mau OA = x in n 

Ordinalen 
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iratur einigef Kucven. 



eutaprechea, dann ist der lahalt \J des Fläohenstücks 
Ä P gleich dem Grenzwert, gegen welchen die Summe 



U = 



- + 4a 



^ + ... + n=a^.^ 



-a^-f(l4-4 + 9 + --- + ii') 
bei tinendlich waclisendem n convergiert. Nun ist be- 
kanntlich die Summe der n ersten Quadratzahlen.: 



ein Äuadmok, der für n = od übergeht in 

3- In gleicher Weise findet 
mau den Flächeninhalt für die 
Wendepunktsparabel, Fig. 17, 
y=.a' " 



U^ 



1 



und allgemein für die paraho- . 

liache Kurve y^ax^' . 

wo r auch eine gebrochene 2ahl / J 

r = — und die Gleichung der 

n ** Flg. 17. 

Kurve von der Form sein kann y'' = a''x". 
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Vorbereitung zur Differentialrechnung. 




4. Die Exponentialkur- 
!, deren Oestalt wir aus 
5 kennen, hat die Glei- 
chung; y^a'i. 

TeÜt man ebenso wie 

oben die Abacisse OA^x 

Punkts P in n gleiche 



Teile -, Fis 



18, 






sprechen den Endpunkten derselben Funkte der Kui-Vf 
mit den Ordinalen 

y, =^a°, yj==a n , y^^ii, n , ..., yn = a " ; somit is! 

U = -an+air+...+a-£ =~a-„--^ 

""^ ' " a«— l|n=„ 

Nach § 8„|| ist aber der Ausdi-uck 

"ir I n 1 

— , daher ist 



,1. 



' la 



II-,^(a.-l). 

5. Der Inhalt der Sinualinie, Fig. !■ 
Sprung bis zur Ordinate y des Punktes P ist ebenso 



rr- 




yGoosle 



Quadratur einiger Kuiyen. 
Der Ausdrack in der Klammer*) ist aber 
" '1 + ^' 



\2 ' 2n/ 



2n 



und daher 



Nach § 9„ ist 
1 



= -=— = 1, daher 



6. Auch der Kuhikinhült 
des ßotationsparaboloids, Fig. 
20, welches die Gleichung hat 

kann in derselben "Weise, er- 
mittelt werden. 

Teilt man OA — z in ii 



gleiche Teile = 

durch die Endpunkte n 
mit dem Koordinaten 



md legt 




') Vergl. Dr. B Sporer, Nled 
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40 Vorbereitung znr Differentialrechnung. 

Eiienen. senkrecht zur z-Axe, so schneiden dief 
dem Parii.boloid Kreise heraus, deren Inhalt hzw 



jt— ,2j< 



-,3jr 



Multipliziert man diese mit — = — , so erhält man 

den Kubikinlialt von n Cylinderflächen , deren Summe 
bei unendlich wachsendem n nach dem Inhalt K der 
Rotationsfläche von z^O bis z = z konvergiert. 



K = - 



r*(l + 2 + 3 + ... + n)-^- 



r(^ + l)n = 



§ 13. BndUcIikeit und Stetigkeit der Funktionen. 

1. Erklärung. Eine Funktion y = i{x) ist in- 
nerhalb eines Gebietes von x = a bis x — b endlich, 
wenn zu jedem Wort von x innerhalb dieses Gebiets 
ein endlicher "Wert von y gehört. 

2. Sie ist zugleich stetig innerhalb dieses Ge- 
biets', wenn jeder noch so kleinen Aenderiuig von x in- 
nerhalb desselben eine ebenfalls noch so kleine Aende- 
rung von y entspricht. 



3. Erklärung. 


Eine Funktion y ^ f ( x) wird 


für x = ii unstetig. 


wenn sie für diesen Wert un- 


endlich wird oder wei 


in sie bei einer stetigen Aende- 


ning von s an diese 


r Stelle idötulich einen Sprung 


macht. 




Wir unterscheiden 


. also „Unatetigkeit durch 



md „Ilnstetigkcit du 
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Endlichkeit, und Stetigkeit dev Funktionen. 41 

Ala Beispiel für den ersten Fall sei die Funktion 

y = -r^ angeführt, welolio für x = l unstetig wird 




Flg. ai. 
und geometrisch eine Kurre 3 Ordnung darstellt, 
welche in x ^^ 1 einen nnendlich fernen Punkt besitzt 
und die in Fig. 21 angegebene tfesfalt hat. 

TInstetigkeiten duri,h endlichen Sprung sollen hier 
nicht weiter betrachtet werden, da ^iv m den folgenden 



Untersuchungen nicht vorkommen. Eine Funktion, 
welche für x^=a in dieser Art unstetig wird, ist geo- 
metrisch in Figur 22 veranschaulicht. 
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42 Ableitungen erster Ordnung. 

IL Abschnitt. 

Differenzen, Differentiale and Ableitungen 
erster Ordnung. 

§ 13. HevleltuHg des Differentialc[uotieKtcn. 

Lässt man in der Gleichung y ^ f (x) die Ver- 
änderliche X um die Grösse /\,x zu- oder abnehmen, 
dann verändert sich offenbar auch y um eine gewisse 
Grösse, die mit Ay bezeichnet werden soll. Gebt 
biebei die gegebene Funktion y=^f(x) über in 

y + Ay-f{x + Ax), 
so erhält man durch Subti-aktion und DivisioTi mit A^ 
den Ausdruck 

Ay t(x+Ai)-lM 





Ax 


Ax 






der als „erst 


er Diffi 


srenzenqu 


otien 


t" oder kurz 


als „Differ 


enzenqn 


Loticnt voi 


a f (x)' 


' bezeichnet 


wird. 










Erkläri 


iing. Der Grenzwert, 


gegen 


welchen der 


Quotient ^ 


(furAx = 


= 0) convergiert, ist alsdann eine 



neue Funktion von x, die nach Lagrange die Ablei- 
tung von y oder £ (x) genannt und durch eines der 
Zeichen 

dy_,._i.... df(x). f (x+Ax)-f(x) | 

dx y -^W dx '""1 ^x |Ax=^0 

festgesetzt wird. Die im Vor seh winden begriffenen 
unendlich klein gewordenen Zunahmen d s und d y 
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Geometrische Bedeutung des Differential quotienten. 43 



heisaeii Differeiiti 
halb auch der Diffi 



,le und die Ableitung seibat ö 
rentialqiioticnt. 



Au3 y ^= ,-1 — erhalten wir 

und hieraus durch Subtraktion u 
den DifEerenzenquotienten 



■ (b + i)(b+x + Ai)' 
der für As^^O in den Differential quoiienten übergeht 

■iy_ ^_ 

<li (b + i)-- 

§ 14. Gcometi'isclie Bedeutung' des Differeutialtinotienten. 

Er sei y:;^f(x) die Gleichung einer ebenen Kurve 
bezogen auf ein rechtw. 
Koordinatensystem. , fer- 
ner «' der Winkel, den 
die Sfikante PF' zweier 
Kurvenpunkte P iiiid P' 
mit den Koordinaten x, 
y und x + As, y + Ay 
mit der positiven x-Axe 
macht , so ist offenbar 
Fig. 23. 

'=" - Ax' 
Satz. DerDifferi 
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Ableitungen erster Ordnung. 



x-Ax 



cht. 



i Sekante PP' von der 
.nne der Pf eÜr iclit ung 



Fallen die beiden Punkte P und P' 
dann ist A't^Ay^^O und geht die Sekante PP' in. 
1 Punkte P über; es ist 



lg — 



= i'W 



die trigonometrische Tangente des Winkels a, den die 
Kurventangente im Punkt mit der Äbacisse x mit der 
-|-x-Äx6 macht. 




/ 



Satz. DerDifforential^uotienti^t gleich 
der trigonometrische Tangente des Win- 
kels a, um welchen die Kurventangente im 
Punkt mit der Ahscissex imSinn derPfeil- 
richtung von der x-Axe abweicht. 

Sind ^ y die laufenden Koordinaten, so erhält die 
Sekante PP', bezw. die Kurven tangente im Punkt P 
die Gleichung 

„_._AZ„ _> ,, ._^„ 



i{S~i), ta 



i(S- 



I). 
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Differentiation der einfachsten algebr. Funktionen, 45 

Au:,k 111 der Mechaaik kommt dem DifEerential- 
quotieiiteii eine wichtige Bedeutung zu , die in § 69 
weitei auagpfiihrt wird 
S; 15 Differentiation dei einfachsten algel>raischeii 
Funktionen. 
lit [ eine K instante, so folgt aui 
1. y = ü, -^=^^ = 0, ,— =0, bomit 

Satz. Der Differentialijuotient einer 
konstanten Grösse ist stets gleich 0. 

Ay — A^ tly 

3. y^.-x,— = ^^ =-1, ^- = -1. 

= Ay ^ c(x4-As) — ox ^ dy^ 

y °^' Ax Ax **' dx ''' 

A y _ c dj _ 



6. 



und wenn man hierauf den binomischen Lehrsatz ; 
wendet und rechts mit A x dividiert 

^^ 
Ax 
woraus far ^ x = A y = folgt 

dy_dxO_ ^_j 
d^~ dx "^^"^ ■ 
ß) Ist c eine ganze negative Zabl o = - 
positiv, so ist 





X 


' Ax 


x(x+Ax)"d 


X 


X'- 


y = 


■X''. 










«) ' 


■ ^^ 


Ay_ 


ganze positive Zahl, 
(x + Ax)»-!" 


diian 


erhält 
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46 Ableitungen erster Ordnung. 

Ay_ 1 1 _ (x+Ai)"-!" 

Ai~(x+Ai)« rf J«(='+Ait)«' 

WO der Ausdruck im Zähler beim Ueb ergang : 
Grenze den Wert k x'' ~ i amiiramt. Es ist daher 
dv k"-i 

dx " xaii "^ ^^ ■ 

y) Ist endliuh c eine gebrochene Zahl c = — , so 
y = xir oder y° = x™. 



Hieraus orliält i 


nan 




(y + Ay)'' 


-y" = (x+Ax)'n-x™. 


Dividiert man beiderseits mit 


Ax und multipli 


ausserdem noch lints mit-r — = 
Ay 


= 1, so folgt: 


(y+Ay)''- 


-y» Ay_ 


{x + Ax)'"-^"' 


Ay 


'Ax 


Ax 


Da hierin m ui 


iid n ganzf 


: Zahlen sind, so 


heim Üebergang aur 


■ Grenze 




iy' 


1 i-^y . 
dx 


„m-i 


und hieraus mit Bei 


■ücksichtigll 


.ng der gegebenen 



folgt 



Salz. Der Differentialquotient de 
nz X« ist stets j- = cxo-', welchen 
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Differentiation der elementaren Funktionen, 47 

§ 16. Differentiation <ier elementaren ti-anscenilonten 
Funktionen. 

a. Von der Exponentialfunktion y = a>^ aus- 
gehend, erhalten wir 

Ay__as + '^'' — a^_ a^Ji — 1 

Nach § 8 Nr. 9 ist 

aA'' — 11 loga 
lim — — — — =j , datier 

Nimmt man hierin die Logarithmen für die Grund- 
zahl e, 30 ist lSge==l und wird loga mit la bezeich- 
net. Man erhält daher als Ableitung der Expo- 
nentialfunktion 

dy da^ 

dx dx ^ ' 

Setzt man schliesslich noch a = e gleich der Basis 
des natürlichen Logarithmensystems, so ist la^^l und 
dy de" 

Satz. Die Exponent ialgrösse e"* liat die 
Eigenschaft, gl eich ihrer Ableitung au sein, 

b. Die logarithmische Funktion, 
Ist y = I§g X, so folgt 

Ay ^]3g(x + A x) -i§gx ^ log --— — 
Ax Ax ^- — 



yGoosle 



48 


Ableitungen erster 


Ordnnng. 




^..h g 


8 i.U™'°S<' + "'= 


-limIog(l + z)4 


=logi 


daiiar aucli 








M'+'^r-^,.,' 


^ISge-iund 






l!=l«-- 


1 Ma 
la~ X ■ 


(3) 


Hieraui 


ä folgt für den natürlichen Logaritli 


imis 




y^lx 








dy dlx 
dx dx 


1 


(■1) 


c. Die 


trigonometrisc 


hen Funktioi 


leti. 


„) Aus 


y = sinx folgt 
.{x+Ax)-sinx 


».(,+^).. 


Ai 
2 


Ax 


Ax 


As 
2 

.- ^ 








, 



daher erhält man 

dx~ dx -'^"'''- ^^' 

^) Ist y = cos s, so folgt 

,,J,. Ax\ Ax 

Ay^ coa(s+Aa)-cosx ^ \ ^ 2; 2_ 

As Ax Ax 

2 
und ähnlich wie in a beim Uebergang zur Grenze 
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Differentiation der eleinenfaren Funktionen, ^9 

7) Aus y = tgx folgt: 

Ay=afchMi-Je=M^p+tg.tg(.+Ax)]. 

I ^^ 1 ist, so erhiilt man 

iS) Ebenso ergiebt sich für y^ciitx 

A? _ 00t (s + Ax) — cot?: ^ tgAx 
A3C Ax Ax 

[l4-cotxc^ot(x + Ax)]. 



dy dcotx 



Satü. Die Ableitungen der tr 
hiMi Punktionen sind: 



1 dcotx 1 



d. Die oyklometrisclieii Punktionen w 
don difTeroiitiiert, indem man sie umkelii-t. Geht i 
y = f (s) dia öleiolinng x =r ^ (y) hervor, so folgt 

dx 

ci) Ist y = aro sin s, so erhält maa hieratia durch 
TImkehrung x = sin y nud durch Differentiation 
dx = cosydy=-i/l — Bin"ydy = |.'l— xMy 



l'l-x' '■ ■' 



, HÖiiere Aualysla. 
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hÖ Äbieltungcn erster Ordnung, 

ß) Ist y = arc cos x, ^ 'ündet man in dei'selber 



dx d 


X 


n-x' 




V-iv; 


nad ebenso für 










■/) y = ai-o tg X 










dy da 
dx 


rctg 
dx 


K 1 

1+x' 


und 


(11) 


ä) für y^arccotx 










dy darc 
dx~ d 


cotx 

X 


1 
1+X^ 




(12) 


Satz. Die Ablei 


tUQ 


gen der 


cykloi 


^etrj 


sehen Punktionen s 


ind 








darcsinx 1 


dE 


irccosx 


1 




dx " yi=x"^ 




dx 


l/r~x^ 




darctgx 1 


da: 


rccotx 


1 




dx ^l+x' 




dx 


l + x'- 





g 17, Ableitung zusammen gesctjitor l'unktiouen der 
Eleiiienttkrfunktionen. 

a. l9ty = Au + Bv + 0w + ... 
gegeben, wo A, B, C, . . . Konstante und u, v, w, . . . 
Funktionen von s sein sollen, so iat 

und somit 

Betet man hierin v =;:; iv ^^ . . . :^ 0, so erhält man 
als Ableitung von y = Au 
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Ableitung znsammpngesctztei' Funktionen. 

dy dÄu . du 

-rr^ ^ — , - = A --- --, womit 

ds dx (ix 

tler Satz bewiesen ist: 

Satz: Konstanto Faktoren dürfen h 
Differentiation vorgeäetat werden. 

b. Differentiation eines Produkts. 

Ans y = u V folgt 

Ay_ 

Nach der Lehre vom Unendliclikl einen darf das 
letzte Glied rechts als ein unendlich Kleines höherer 
Ordnung ala £\k vernachlässigt werden, daher erhalten 
wir als Ableitung des Produkts 

dy duv_ dv d. 
dx dx -"dx^'^dx ^''' 

Siitz. Das Produkt zweier Punktionen 
wird differentiiert, indem man jede Punk- 
tion mit der Ableitung der andern multipli- 
ziert und die erhaltenen Produkte addiert, 

Beispiele: 
1. y = aJi b" 



=..b.i(.i)=^^^ 



sin X siu X -r 1-' 



Die Ableitung eines Produkts 
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52 Ableitungen erster Ordnung, 

wird in derBelhcn Weise erhalten. Es ist 

__v.w...j^+uw...-^^-+'iv-.-^ + ... (3) 

SatjK. Die Ableitung eines Produkts von 
n Faktoren ist gleich der Summe der n ein- 
zelnen Produkte, die manerhält, inAenimaii 
in uvw... immer nur einen Faktor ableitet 
und die übrigea unverändert lässt. 
Beispiel: 

Aus y = (x + a)(x + b)(x + c) 

folgt 

^=(x+b)(x+c)+(x + o){x + a) + (x+a)(x + b) 

= 3x' + 2s(a+b + c) + (bc+ca+ab) 

-^{:s'+x^a+b + c) + x(bc + ca + ab) + abc} 

d. Differentiation eines Quotienten 

y z^ — = uv~^. Man erhält als Differenz enq^uotienten 

Au Av 

und beim Uebergang zur Gfrenze als Differentialquotient, 
dy__l^( du djv 

dx"~T''l^dx~"dx 
Beispiele: 



w 
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Ableitung der 


Fanktio 


iie.i v( 


m Fuilküeiieii. 53 


_« + x dy^ 


1 

(a-x. 


,-•{- 


-X- 


-(. + x)(-l)J 
2a 

-(^xr 




, 1 




/x+U 

2yx-i/ 










1 



§ IB. AtileiliiH^ der Fuiiktioneit vou Fniiktioneu. 

ErkUrung. Ist a^f (y) eine Sanktion von y 
uud y ^ V (x) eine Funktion von x, so heisät z eine 
Funktion von einer Funktion. 

Läast man z um /\z, y um Ay «»'1 s um Ax 
wachsen, so ist 

Aa^ f(y+Ay)- f(y)^f(y+Ay)-f(y) Ay , 
Ax Ax Ay 'Ax 

Az^Az Ay „, 

Ax Ay'Äx ^ ^ 

und somit beim "Uebergang zur G-renzo 
dz_clz dy_df dtp 
dx^dy'dx~dy'dx' 
Satz. Ist z==f(y) und y = 9(x), ao ist der 
DiffereQtial<iuotientj-£ gleich dem Diffe- 

rentialtLuotienten-T— multipliziert mit dem 



Beispiele, 
lat z = ls!nx, so setae man z = ly undy = 



(2) 
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Ableitaiij;eii ersler Ordnimg. 

dz 1 5y clz 1 

L lolöt 1 — = — , -,- = COS X, somit ^^— = — ü 
" dy y dx dx y 



Es 


sei z = e™> 


■ + n, so folgt für 




2 = 0?, 


y = inx + n 




t-^"' 


m = raei"^+'». 


lät 


z = tgax, 3 
z = tgy, y^ 


.0 setae inan 
— ax, dann ist 




dz 1 

dx-co.'y 


• co.-(.rf 


Fü 


r z = (Ix)n setze maa 




z = yn, y. 


= 11, dann iüt 




dz 


"1=-^ <'")"" 


In 


z = (a + bx 


)", a.te6 man 
a + bx, so ist 



-j^ = nya-ib = nb(a+b.)»-i, 

6. In z = 3inx™, sotzo man 

a^yi", y = 3inx, dann ist 
dz_ ^_j _ . _^_j 

z = arcsiny, y^=ax, dann ist 



dx yi — y* ■ yi — a^x 
_ 1 , fi ii 1_ 
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§ 13. Funktionen von der Fui-m y: = f(t), y — q> (t). 55 

§ 19. FuiiMioiiftu von rtcr Form s = 95(t), y — ip(f)- 

Sind X und y Funktionen einer dritten Veränder- 

lichon i (Pacameter) , so könnte man hieraus durch 

Elimination von t eine Gleichung y = f(x) finden und 

dv 
mit Hilfe derselben ^^i'(x) ermitteln, 
dx ^ ' 

Dazu ist jedoch die Elimination von t nicht nötig; 
es ist im öegenteil in vielen Pällen zweckmässiger, 
dieselbe zu unterlassen und den Differentialquotienten 
dv 
-^ ebenfalls in Funktion von t anzugeben. Man 

erhält als Differenzenquoileiiten 

Ay^Ay A^ ... 

Ax At 'Afc' ^ ' 

woraus sich heim TJ ebergang zur Grenze für A?^ 
='Ay'=At = der Differentialquotient ergiebt: 
dy_dy dx_^^ 
ds~dt'dt cp'(t)" W 

Beispiele. 

1. x = a(l — t), y-at 
dx dy (ly 

dt ^~^' ds^"''dx""~^" 

2. Die Gfleichiingen x = acost, y^=bsint gehen 

^ + ^-1, woraus folgt 
, b „ -,. 

y= + ^Va=— x^ 

, _ b X 
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56 Ableitungen orsler Orilnung. 

Kürzer erliült mau nach der obigen EegeJ (2) 

bcost _ b h' s_b _x _ 

^ ~ — aaiiit~ a a''y~a Va* — x^' 

§ 20. Aldeituii^ Kusaiiimenge setzt er Fuiiktioucii von x. 
Partielle Ablcitmig'eii. 

Ist y=^f(u, v) gegeben, wo u und y Funktionen 
von X sein soUeu, so ist, wenn ii-(-^u= c gesetzt wird, 
Ay^ i(c,T+Av)-f(e.v) Av 
"Äs Av As' 

e n (Vusrliick dea man leicht erliilt, inden v an 

— rechts iddiert und sabtrahieit 

A^ 

Denl t mm sich im eisten Ausdruck il lits u lion- 
etant ao stellt dciselbe beim TJebeigang am Grenze 
nichts aaderes ils die Ableitung der Funktion f (u v) 
nach V dar Ebenso stellt der zweite \usdiuol lechta 
die Ableitung von t (u, v) nach u dar , wenn dann v 
als konstant betrathtet wird. Wir erhalten somit 

Eiklaiung und Satz. Die Ableitungen 
der Funktion f einerseits nach u, anderer- 

heisaen die partiellen Ahleitangen von f 

nach u, hezw. v und werden allgemein mit 

8i , di 

-;--, bezw. j- 
dn dv 

bezeichnet. Die Ableitung der Funktion (1) 

geht somit über in 
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Partielle AbleÜungen. 57 

dx~9udx^dvdx' ^' 

Znsatz. Sind u, v, w, ... Funktionen von jc, so 
ist die Ableitung von y=f{a,T, w, ...) angegeljen durch 





5fdu 9f dy ßfdw 
audx"'"evdx^Swds+"" 


eispiel 


e. 




An, ,= 


,f(u,v) 


= Au + Bt Mgl 




St _ 
8ii ^ 


A, 1^ = B und 




dj 
di- 


^^I^^IJ' 


r,iy = i 


E^uv, 


so folgt; 




8t 
0u' 


= v, |-J = „u„a 




dy 
dx" 


du , dv 
"'d-i+'-dx- 


Fm-j- 


,f(u«) 


= — erhält niMi 


äf _ _ 


.4i=-i,d..„ 


dx 


^du 
dl 


u dv 1 (- du 


Au, y = 


= 11'' folgt 




= vu''- 


5f 
- ', X— = 11"*' 1 u, aomlt 


äl 




.i^a-„v,„L' 
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Ableiümgen erster Ordnung. 
§ 31. Abloitniig Implizit gegebener Fnuktioiieu. 



Satü. Siad i 


n der Gleichung f(sy) = dio 


■änderlichen 


X und y unentwickelt mitein- 


er vei-bnndei 


1, so berechnet sich die Abloi- 



'«»g j- = y' 



Um dies zu beweisen, nelime man an, 


7. sei ei 


Funktion der Veränderlichen u, v, z-f(u 


,v), da 


ist nach dem vorigen § 




dz 9fdii efdv 
dx~eudx'^3vdx" 




Setat man hierin z = 0, u = x, Y = y, s 


.0 folgt 


„ gf dx af dy ^ ,. ., dx 
= ^;t- + ^t- und hieraus weil . -. 


= 1 ist, 



9x öydx ' 
womit der Satz bewiesen ist. 

In vielen Fällen ist es zwecljmässig nach der 
Gleichung (1) zu. rechnen und dieselbe nachträglich 
nach y' aufzulösen, um die gesuchte Ableitung zu er- 
halten. 

Beispiele. 

1. Aus f=-%- + |V— l=-0 folgt 
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Die logai'ith mische Differentiatio 

Verfährt man nach Formel (1), so folgt 
— ^+^rry'~Oj woraus sich ebenfalls 
dasselbe ßesultat ergiebt. 

2. Ist f=as"*+by"^— 1 = 0, so folgt: 
0f _ 2 -y 5t _ 



ri>y 



% 22, Die log'aritliniisclic Differentiation. 

Anstatt aus y = f(x) die Ableitung 3- direkt zu 

bilden, ist es häufig zweckmässig, zunächaf beiderseits 
den natürlichen Logarithmus zu nehmen und diesen 
zu differentiieren. Diese Operation lieisst die „loga- 
rithmiache Differentiation". Hie wird ins- 
besondere dann mit Vorteil angewendet, wenn 

tW-»v»... 
ein Produkt von mehreren Faktoren darotellt. 
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(iO Ableitungen eistet' Ordiii 

Ist also y ^ u V w . , , , wo u, v, w 
vou X aind, so erhält man 

ly = ]u + Iv + lw + . 
und hieraus durch Differeutiatiou : 
J^dj 
, dx 

Boispiel. 

!■' ^-I]/J•T-^'-I(ä-«P(■ + x)"^ «0 lolgt 
l, = lx+-i-l(.-x)-il(a + i) 

und liier;ius durch Ahleitung uach s: 

y' _ 1 1 1 ^ a'-ax-x' 

y X 2(a-x) 3(a + x) x(a^-x=) 



§ 2a. Funktionen zweier «der inehverei' unabliängigcn 
Veränderlichen. Totales Differential. 

Erklärung. Sind x und y zwei voneinander 
unabhängige Veränderliche, die mit einer neuen Ver- 
ätideriichen z durch die Gleichung verbunden sind, 

SO heisst z eine Punktion der unabhängigen Veräjider- 
lichen x and y. 

Versteht man unter x y z die Koordinaten eines 
Punktes im Raum bezogen auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem, so stellt z ^ f (xy) die Gleichung 
einer räumlichen Fläche dar. 
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Funktionell von nnabhfmgigen V nd 1 1 n Gl 

Lasat man in z = ( (x y) die "\ e nd 1 h n x and y 
um A^ iJod Ay ^nd z um Az un hn n s f Igt 

A^ = £(x+Ax,y-hAy)~l(xy) 
oder wenn wir zur Abkürzung y+Aj"='^ setaen, 

Beim ITebergang zur Grenze gehen die Quotientep 
rechta offenbar in die partiellen Ableitungen der Funk- 
tion f niicli X, bezw. y über; wir erhalten also 

Man neant alsdann d z das totale Differential 
der Punktion z. 

Erklärung: Das totale Differential der Punk- 
tion z=f(xy) heisst die Summe 

der partiellen Ableitungen in Bezug auf die iinab- 
hüngigen Veränderlichen x und y. 
Ist z = f(SjX,...Sn) 

eine Punktion der n unabhängigen Veränderlichen 
X, x^ Xj . . . xn, ao wird die Summe 

Sf 0f , öf , 

dz=g^_dx, + g-dx,-i-...+^— dx„ 

ebenfalls als totales Differential von f bezeichnet. 

Sind hierin x, = ^, (x), x, ~ ^^ (x), . . ., Xn — fn (x) 
Fuaktionen einer Veränderlichen x , so ist auch 
z = f (x,Xj. . , Xn) eine Punktion von x, deren Ab- 
leitung sich nacli der Formel berechnet; 

dz _ öf^ dx, öf^ dx, e^dxD 

dx~0x, dx +ex, dx 'I +0XDd"x ■ 
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62 Ableitungen und Diffeveiitmle liölierer Ordnung. 

III. Abschnitt.' 
Ableitungen und Differentiale höherer Ordnung. 

§ 24. Höhere Ableitungen explizit gegeltener ruuktionen. 
Die aus y = f(x) hervorgehende Ableitung 



d,=''='"W 






und 


kann deshalb ebenfalls nach x abgeleitet werden, t 


1. h. 


man kann bilden 




dy' df'(x) 




dx dx ■ 




Man schreibt hiefür 




~? = y'— f"{x), ebenso 





Erklärung. Man nennt 

r = f'(i), ;"„f"(x) yW = tW(x) 

die erste, zweite, . . ., n'" Ableitung der Funktio 



y' = kxH-i, y"^k(k — l)xit-2, . . ., 
y(i) = k(k — l)...(k — i + l)xk-i,... 

yW= -j^^|^-^ = k(k — l)(k — 2)...3.2.1=^k! 

Satz. Für die Potenz x" verschwinde 
e höheren Ableitungen nach der k^e" 
rausgesetzt, dass k eine ganze positiv 
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Höhere Ableitungen explizit gegebener Funktionen. 63 

Zahl iat. — Ist k keine ganze Zahl oder negativ, 
so wird auch Iteine Ableitung konstant oder gleich 
Null. 

Hieraus folgt der weitere 

Satz. Die n^^ Ableitung einer ganzen ra- 
tionalen Funktion n'e" Grads 

y — ao + »iS + »2^^ + -- . + anx'' 
ist konstant yW — nUn. Alle höheren Ab- 
leitungen verschwinden. 

2) Für y==lx eriiält man 

y =— . y"^— ^, ^ ^^' ■■■' 

3) Ist y^a", heaw. yi^e", 
so ergiebt sich nach § 16 

y'^a'^la, y" = a^(U)S . . ., 
bezw. y' ^ e'^ — y" = y'" = . . ., 

aumit ist allgemein 
Satz : d" a^ 



As" '■ 



a'^CU)" 



dne'! 

dx"- = «^- 
Satz. Sämtliche Ableitungen der Funk- 
tion e" sind einander gleich und gleich der 
urspriinglicheu Funktion. 
4) Aus y ^ sin X folgt 

Hieraus fliesat der 

Satz. Die Ableitungen der trigonom etri- 
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64 Ableitungen nnti Differentiale hCherer Ordnung. 

Allgemein erhält man 

d"'sinx_ . „ 

-^— ._siu(x + n-^) 

diicoax n 

g 25, Hühere Ableitungen Kuasimmeiiffcsetztcr Fnnk- 
ttoiien der Elementar funktionell. 

1. Sind u und v Punktionen von x, deren liöhere 
Ableitungen unmittelbai' entwickelt werden konnini, so 
folgt au!) y ^ Au + Bv 

y' =r^ Au' + Ev' 
y"=A."+Bv" , (,) 

yW= Au(n]+Bv(n) ! 

Nach dieser Regel ist z. B. einfach zu bilden die 
n'ß Ableitung von 

1 _ 111 . 1 I 

y i_x=^ 2 ii— x'^i+xi 

2. Sind u und v Faktoren eines Pi-odukts, so ct- 
hSlt man von y^uv anagehend 

J' - u' , + ,.,' 

j" = u"v + 211- V' + iiv" 

j'" = ii"'v + 3u"V + 3,,'," + iiy» 
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Ilöliere Differenzen- und Diffeventialqiiotienten, 65 
yW = u"i)v-fmu(i-i)v'-|-f2)ii(''-^)v"+...+uvW, (2) 

wo m, [2], (3), ... die Binoinialkoeffizimtcn tc- 

deuten und /n\ nfn— 1) . . . (n — k + l) . 

W^ 1.2...k ^^*- 

Symbolisch lässt sich die 11'* Ableitung des Pro- 
dukts u V auch angeben durcli 

y(^)= ^''(k)i(°-"lv(k). (3) 

Man nennt die durch (2) oder (3) angegohciie 
Regel den Satz von Leibniz. 

§ 26. Höhere Differenzen- nnd T>lffei'entiali]|notient4>n. 

Betrachtet man in dem Diffcronzenquotienten von 

Ax als eine konstante Grösse und bildet man von 
diesem wieder (ur die gleiche Äenderung Ax den 
Differenzenquotienten, so heisst dereelbe Differenzen- 
quotient 2. Ordnung oder kurz der zweite Dif- 
fereozenquutient und hat die Form 

^-,((.(x + Ax)-f,MJ- J-,|t(x + 2Ax) 

-2t(x+Ax) + fw|=I.W. 
Ebenso kann man hieraiia den Diftei'enzent^uotien- 
ten 3. Ordnung bilden : 

-^{•(x + 3A>i)-3f(x + 2Ai) + 3f(x+A«)-lwj 
-J.Wn.,.,v. 
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66 Ableitungen und Differentiale liiiherei' Ordnung. 

Erklärung. Der Ausdruck 

^.{fC> + nA.)-(;)t(. + (n-l)Ax) 

+ (2)'(='+(«-2)Ai)-... + (-l)»f(x)|(l) 

heisat der „n'^ Differnnaenquotieat". Der 2ähler 
desselben wird als „Differenz n*^'' Ordnung" oder 
als „n'^ Differenz" bezeichnet und durch das Zei- 
chen A°y = A"f(K) festgesetzt. 

Demnach kann man auch sagen : 

Der n'e Differenzenquotient fn (x) der 
]?unktio!i f(x) stellt sich alsQuotient dern^n 
Differenz der Funktion und der n'™ Potenz 
von /\x dar: 

^ ' A^ii As" ^ ' 

Nähert sich hiobei A^ meliv und mehr dem Gfrenz- 
wert 0, so sclireibt man wie früher § 13 dx statt A" 
und nennt dx das Differential Ton x. Analog bezeichnet 
man A"? ii^i* d^y und nennt diese Grösse das n'* 
Differential der Funktion. 

Erklärung. Der n'* Differentialquotient ist der 
Grenzwert, nach welchem der n*'' Differenz enquotjent 
für Ax^^O konvergiert. Man schreibt hiefnr 
A"y diy 
Ai = o Ax" ds."' 
wo dx als eine Konstante angesehen werden kajm. 

Mit den Hilfsmitteln, die wir in § 43 kennen 
lernen werden, lässt sich zeigen, dass der n'» Diffe- 
renzenquotient (1) auch auf die Gestalt gebracht worden 
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Partielle Ableitungen höherer Ordnung. 



+ ^Ax=f(x)('^ + ^) + ..., (3), 
wo f(x)Cn), f(s)(i + i), ... die nte, n + It% . . . AWei- 
tung von f nach x bezeichnet und a, ß, , . , konstante 
und von n abhängige Zahlen sind. 

Beim TJebergang zor Grenze (Ax^'O) verschwinden 
in dieser Form rechts sämtliche Glieder nach dem ersten, 
womit gezeigt ist, dass der n'^ Differeatialquotieat der 
Funktion y gleich der n'»° Ableitung von f nach x ist. 
Somit gilt der 

Satz. Der n'« Dif fei-entialquotient ist 
gleich der n^Bii Ableitung von f{x): 
lin, A"y _ d^y _ 



g 27. Partielle Ableltung'eM liöliercr Onlnimg'. 

Erklärimg. Ist {(xy) eine Funktion zweier 

di di 
Veränderlichen x und y, so heiascn 77—, tt- die nar- 
'' 9x' 0y ' 

tiellen Ableitungen erster Ordnung naflh x, y von f. 

Diese sind selbst wieder Funktionen von s und y und 

können deshalb wieder partiell nach x und y abgeleitet 

werden. Man bezeichnet die Ableitungen 

8i 8J_ 

^~dx 8'i 9x 8-'i 



3 X _ 'f_ gy _ e^ 

dx 9x Sy Sy 8y'^ 

partielle AhleituBgen zweiter Ordimng. 
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68 Ableitungen und Differentiale huherei Oidnuiig. 

sprechend spriclit man von partiellen Ableitungen 
dritter Ordnung, vierter Ordnung n, ■, w 
Für die einfachen Funktionen gilt dei 
Satz, Wird eine Funktion f(xj) mehrfach 
nach den beiden Veränderlichen x und y 
partiell abgeleitet, so ist es gleichgültig, 
in welcher Reihenfolge dies geschieht. 
TJm zu beweisen, daaa z. B. 
0'f_ _ _&^i_ , 
Sx3y dySx ' 
setze man z =^ f (x j) und bilde zunächst den ersten 
Differenz enquotienten unter dei' Annahme , d:iss y 
konstant ist, . dann ist 

||= ^,{f(i+A«,y)-f(xj)} = I, (J,y). 

Sieht man nnn hierin x und £\x als konstant an und 
läast man y um Ay zunehmen, ao folgt als zweiter 
Difierenzenquotient 

^h - ^^,-(f(x + Ax,y+Ay)-f(x+Ax,y) 

-f(x,y+Ay)+f(xy)} 
der offenbar ungeändert bleibt, wenn man x mit y imii 
gleiclizeitig /\,x mit Ay vertanecht ; daher ist aucb 
A'" ^ A''' 
AyÄx AxAy 
und, wenn man zur Grenze übergeht auch 
dH _ _S^ . 

dyda dxdy' 
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Differentiation einei' Gieichmig, 69 

Einen expei-imentellen Beweis hiefür liefert jedes 
spezielle Beispiel. Ist z. B. 

so istg^ = 3ax'y+by" + oy, -gy^ax' + abxy + üx 
somit 

% 28. Uülierc Ableitungen implizit gregrebener Fnnlttioneii. 
DlfferentJation eluer Gleichung. 

Ist die unabhängige Veränderliche x mit der Ver- 
änderlichen y durch die G-leichung f (x y) ^ verbun- 
den., so ergiebt sich nach § 21 die Ableitung y' aus 

di , di 

e,-h-g-y' = o, (1) 

wo ^r— , -TT— ebenfalls implizite Funktionen von x und 
y sind, während y' als Punktion von k allein zu denken 
ist. Setzt man daher die linke Seite der Gleicliung (1) 
gleich t, (x y), so ist ebenso 

Nun ist unter der Voraussetzung, dass 

dy' dy' d'y 9y' 

ä^— j— — j j=y"u!id ^— =0 ist, 

öx dxdx""^ 8j 



dy Bxdy ^Bf^ 
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70 Ableitungen und Differentiale hühei'ci- Ordiniiig, 

Setzt luan diese Ausilrauke in die Gleicliuuij (2)' 
ein, 30 folgt : 

dH , d^£ , d'i , , et 

5— , + 25-^-y' + ^-,y"'+^ v" = 0; (2) 

öx" dsdy dy'-' ' dy ' ' ' 

ebenso ergiubt sich : 

9.,+^0x-yy'+3e^07^y +e?y +3^?-y^^"' 
+ 3gpy'y" + fyy"' = (3) 

Erklärung. Man ueiint die Gleiclningen 
(1), (2), (3},... die eiamal, zweimal, dreimal,... 
differentiierte Gleichung f(xy) = 0. 

Indem man den Wert von y' aus (1) herechnet 
und in (2) substituiert, erhält man hieraus den Wert 
von y" und durcli Substitution von y' uad y" in (3) 
hieraus dea Wert von y'" u. s. w. 

Beispiel. 

1. Aus f=(x — a)' + (y— b)^— r^^O folgt 

(x-a) + (y-b)y' =0 

H-y"' + (y — b)y" =0 und hieraus: 

y' ^ - yrrb ' ^" = - ö^"b)^' 

2. Ist y^ — 2px--0, 30 folgt 

2yy' — 2p = oder yy'_p = o 
y'^ + yj"=^0. Somit ist 



3. Aus f = (x' + yy-4!i(x^-y=) = Mgt 

af dt 

-g- = 4x{x' + y=-2a),^ = 4y(x=+y= + 2a} 
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§ 29. Höliern totulc »ifferentiale. 

Erklärung. BetrafiUet man in z = f(xy)suud 
y zugleich als unabhängige Veräuderliclie , so ist nach 
§ 23 das totale Differential dieser Funktion angegeben 
durch 

■l^-l^'lx + l^'lj. (1) 

Sieht man dasselbe als Funktion von x und y 
allein an , wo d x und d y als Konstante aufzufassen 
sind und berechnet das zu der Funktion dz gehörige 
totale Differential für dieselben Differentiale d je und 
dy, so erhält man das totale Differential zweiter 
Ordnung d(dz)-=d''z und hieraus das totale Dif- 
ferential dritter Ordnung u. s. w. 

Wendet man die Formel (1) auf sieh selbst an, 
so folgt; 

Da nun der Annahtne gemäss die Differentiale d x 
und dj der unabhängigen Veränderlichen x und y als 
konstant zu denken sind, so ist 

e(iz) ST 8'f 

5y 9y5K Sf 
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72 Ableitaiigen und Diffeieiitiiile tüheret OrdiiUQg. 

Indem wir diese Werte in die Gleichung (2) sub- 
stituieren, erhalten wir 

Auf dem gleichen Wege ergieht sich 

+ 35!??''"''" + ^^ '''■"■■■'■ 
Es gilt somit der Satz. 

D«s zu dx und dj geliSrigo tot»le DiHe- 
reiitial der n^ Ordnung ist 

d». = ^ldx.+(';)jj*',j-ax«-.d, 

+ (2)irüS8,,Tdx.-'d,'+... + ?^d,n, 

WO (1 )m2 1' ■ ■ • ^'^ bekannton Binomialoonffizienton sind. 
Beispiel. 
Aus z = ax'+bxy + cy^ folgt 

dz = (2ax + by)dx + (bx + 2cy)dy 
d'z = 2adx= + 2bdxdy + 2(;dy' 
d''z = 0... 

§ 30. Begriff der Dilferentialgleicliiinf,"', 
Ist in der Gleichung 

f(xy,o)_0 (1) 

eine willkürliche Konstante c enthalten, so erhalt man 
hieraiiR durch Differentiation nach x 



8x ' 



(2) 
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Begriff der Differentialgleichung. 73 

und wünii wir aus (1) und (2) die Konstante c oUmi- 
niei'en, so ergiebt sich eine Gleiuliun.g 

9(^y,r) = o (3) 

zwiachen den Veränderlichen x, y und der Ableitung y', 
Erklärung: Die durch Elimination von o aua (1) 
und (2) hervorgehende Gleichung (3), welche ganz un- 
abhängig von c ist, heisst Differentialgleichung 
der gegebenen oder ursprünglichen Glei- 
chung (1). 

Denkt man sich in der Gleichung (1) der willkür- 
lichen Konstanten o alle möglichen "Werte Cj c^ Cj . , . 
beigelegt, so entspricht im Sinne der Geometrie jedem 




"Wert cii von c eine ebene Kurve f von der Gleichung 
f(xyci,) = 0. 

Die Gleichung (1) repräsentiert daher ein System 
von ebenen Kurven, welche eine gemeinschaftliche Eigen- 
schaft der Tangente besitzen, die durch die Glei- 
chung (3) ausgedruckt ist. 
Beispiel. 

Ist in der Kreisgleichung 

ü wiUkiirlicli , so ei-giebt sich hieraus durch Difierentia- 
tion nach a. 
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74 Anwendung der Differentiali'eciinung, 

(x — o) + yy' = und 
diirüli Elimination von u aus beiden Gleichungen 

welche als Differentialgleichung einer Si;har Ton Kreisen 
vom Eadiua r anzusehen ist, deren Mittelpunkt auf der 
x-Äxe liegt. Siehe Figur (25). 



F(x) = 



IV. A b s h n i t i. 

Anwendung der Ditferentialrechnong zar Er- 
mittliing der Grenzwerte unbestimmter Formen. 



g 31. Die unbestimmte Form j^. 

Werden die Punktionen f (x) und <p (x) für x = 
gleichzeitig Null, so nimmt ihr Quotient den Wert i 

g-WJx^a g>(a) Ö' 
welcher bekanntlich vieldeutig ist, 

Erklärung. Unter dem wahren Wert von F( 
für s = a versteht man den Grenzwert 

fWI 

LimF(s)x = a = Um-> (- 

wobei vorausgesetzt ist, dass überhaupt ein solcher vo 
banden ist. — Man erhält denselben durch folgen' 
TTeberlegang. Der Vorausaetaung gemäss ist f (a) = 
5P (tj) = und (iaher auch 

x = ay(x) 9(a+Aa)Ua = ü 
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^,,„j?{'<'+A')-'X.)} 

Im letzten Ausdruck sind oifenbar Zähler und 
Nenner nichts anderes als die Ableitungen von f (x) 
und ip (x) für x = a, daher ist der wahre "Wei-t von 
P (a) aiigegebea durch 

ii„fM_ f-(.) _fW| 

Sind f (x) und ip' (x) für x ^^ a ebenfalls beide 
Null, so ist obenBo 

f^W^O ^f'^(x)| 

g5'(a} <(x)|s = a 

Ist auch dieser Quotient unbestimmt, so giebt 

f'-fa) 

-^H- den wahren Wert von F (a) an u. s. w. Es 

gilt deshalb allgemein der 

Satz: Werden Zähler und Nenner f(x} und 
9(x) samt ihren (n--l)ten Ableitungen für x=a 
gleichzeitig 0, während die n'en Ableitungen 
f(n){x) und yW(x) für diesen "Wert wenigstens 
nicht beide verschwinden, so ist der wahre 
"Wert von P(x) angegeben durch 

Beispiele. 
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Anwendung der DifferünliLLlrechiiiing. 
X" — a"! _ _2_ _ P^"~'( _ 







_ fl^+e-'' 
" 1 

_0_ ^ sin_x| 



§ 32. Die Tiiibestlininte Form ^• 
Erklärung. Nimmt die Funktion 

für X = a die unbestimmte Perm -^ an, so versteht mai 
auch hier unter dem wahren Wert derselben den Grenz 
wert, nach welchem sie für x = a convergiert. 
Setzt man 



F(x) 



f(x) 
) Bruch für x ^ a in die unbestimmte 
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Die nnbestimmte Form ? 






Nimmt nmi die Punktion P (x) für x = a doD 
wahren Wert A = —.~ an , so ist mit Hilfe von (2) 

f'(a) rp(a) y'(a) ^ ' 

Die letzte Uleitihimg giebt zu erkennen, dass der 
wahre Wert von P (x) aaf dieselbe Weise gefuiiden 
wird, wie der der betreffenden Puaktionen in § 31. 

Sftl»:. Werden Zähler und Nenner f(x) und 
^(x) der Punktion F(x) = ^jsamtihren(n-l)'en 

Ableitungen für x = a gleichzeitig unendlich 
gross, während es fW(a) und yW(a) wenigstens 
nicht beide zagleich werden, so ist der wahre 
Wert von P (a) angegeben durch 

^' y(a) g>'(a) ■•■ ^n(,,)' 
}5 e i a p : e 1 e. 



:. ^_ I 

e^(x — a) + e^ !x = 
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Anwendung der Differentialrechnung, 



1 "■ l>! 

Ix [ _ 00 _ _^_ _ Jl ! _ f, 



Satü. Das Unendlichwerden der Exponen- 
tialfunktion e^ ist unendliclimal stiirker als 
dus der :i''unktion x". 

g 33. Die uubestiiumte Form 0.«. 

Wird in dem Produkt F (x) = f (x) ^ (x) für s-a 
der eine Faktor f (a) = und der andere ^ (a) = co , so 
erscheint F (a) in der Form 

F (a) = . «. 
Tu dieseni Füll sets^e man 
1 

ergielit sich für x^a entweder die Gestalt 

F(a)--5- „der-i. 
die n&fh % 31 oder § 32 y.a heliaudelii ist. 
Beispie]. 
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Die unbesiimiiite Form c 



Satz. Das Uneudlichwerden dei- logarith- 
mischen Funktion Ix für x^O ist sehr schwach 
gegenüber dem der Potenz x — ''. 

3. arcsinascotbx' 





tgbx 


n- 


a'K" 


b- 1 


CO 


'bx ] 







g 34 Die unbestimmte Form oo — os . 
"Werden in der Punktion F (x) = f(x) — g. (x) diu 
Funktionen f'{x) und <p(x.) für x ^= a beide i» , so er- 
scheint F(x) in der unbestimmten Form co — co . In 
diesem Fall setze man 



1 



1 



Vf S-—^- _ 1 ^ y.(x)-f, (x)^ y(x) f(x) 
f(x)^(x) 


■dann erscheint F (s) für x =: a unter der (jestatt -r-, 

die nach § 31 zu hehatiiJeln ist, 
Beispiel. 

1, X — siux 



l) 
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Anwendung der Differentialrechnung. 



§ 35. Die nnliestimmten Pormpii 0», co", 1". 
Nimmt endlich die Puoktion 

für x^a eioe der unbeatimmten Formen Oo, « ", l'^ 

1 f W = f, »■ 1 P W - «. W »nä r W = e'/', 
dann erscheint die Funktion ^p in der Gestalt 

V.(x)=lP{x) = fJx)5,(x) 
in allen drei Fällen in der Gestalt O.co für x = a, so 
daas ij} (k) und damit auch F (x) nach der in § 33 ge- 
fundeiiea Eogel ermittelt werden kann. 



1) y-x 



-o„ir = 



xlx 



.o..=i^^ 



2) J = > 

3)y"x 
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81 


4)y-(i+1.4| , IM^-Uit'"- 




b 




k 
= r+ks ^k, somit ; 
1 s=o 


r = eB 


oder 


y=(l+kj)i-(l + kx)Ä=j(l+ki)ir 


'1 
1 








Konyergenz und Divergen» der Reihen. 

§ 36, Erkläniiigeii. 
1. Erkläi'iiiig-. Eine Eeiho 
ii. + i^ + «s + --; 

liehen Wert giebt, dem die Summe der n ersten Glieder 

bei wachaendem n immer mehr KUstreht. 

Eine konvergente ßeihe haben wir beispielsweise 
in der geometrischen Reihe 



in für dieselben ist 

lim S„ = ä. 
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ü'} Konvergenz und Piveigciiz dei- Ilcilien. 

2. Brklärimg. Einp Reihe oscUlieri;, wenn 
sich die Summe iler n ersten (riiedei' verscliiedencn 
Werten, nöhei't. So ist beispielsweise 

1-1+1-1 + .... 
eine oBcUlierende Reihe. 

3. Erklärung. Nimmt die Snmme dei- n ersten 
Glieder einer Reihe bei wachsendem n immer grössere 
"Werte an, so divergiert die Reihe. Ein Beispiel 
biefttr bietet die harmonische Reihe 



Die konvergenten Reihen ze 


i'fallen wieder in 


y) unbedingt konvergi 


erende und 


b) bedingt konvergier. 


;nde Reihen. 


Erklärung, rnbedingtko 


nvergierende E«ilien 



sind solche, die bei jeder Anordmmg der Glieder kon- 
vergieren. Ein Beispiel hiefür hietet die oben an- 
geführte geometrische Reihe. 

6. Erklärung. Eine Reihe heisat bedingt kon- 
vergent, wenn sie nur bei einer besfimmt.iu Anordnung 
der Glieder konvergiert. 

Hieher gehört z. B. die Reihe 

1 ] 1 1 1 , 

g .37. Konvergenz de»' Reilien mit positiven (rlledern, 

1. Satz. Es lässt sich aunächat zeigen, 

dass eine Reihe, deren Glieder jiiehr und 

^^^^^ S = u,+n, + . .. + !.„ 

die gegebene Reihe und 
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Konvergtiiin der Reihen mit positiven Gliedoni. 83 

in!>u.u_i >Un_2!>'.- ^u^a^-u,, düüii ist aiicli 
u,>u„ u,>Up ... Ltn>u, 
somit; auch " , , , , 

^■Uj + UjXn— l)«,+ii, oder 

S>nuJ =0.. 

Als erste Hauptbedingung iür die Konvergenz einer 
Reihe gilt daher der 

Satz: Die Glieder jeder konvergenten 
Beihe müssen unbegrenzt abnehmen. Für 

füllt sein lim n„ 1 =0. (1) 

Diese Bedingung ist wohl notwendig für die Kon- 
vergena einer Reihe; allein sie ist nicht ausreichend, 
wie folgende Beispiele zeigen. 
Für die haiTnunische Reihe 

8-1+1 + 1+^:+... + -^, 

sowie die folgende 

fi ]'2 yz yu 

wo k eine ganze positive Zahl sein soll, ist die Be- 
dingung (1) erfüllt Dio Seihen sind aber divergent, 
wie leicht gezeigt weiden kann. Für die erste dieser 
Reihen hat mau 

1 l 

1 1 2 
^ + T>4 
11114, 
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111(1 Divergenz der Beiheii, 



öeht man bei der zweiten Reihe bis kutii n*^" Glied, 
so ist offenbar die Summe derselben grösser als die 

Reihe, in welcher alle Glieder gleich^ — jfesetzt werden, 

_ f- 
daher ist Sn>i^>f^'-i[ = oo . 

2. Satz. Die geometrische Reihe 

ist konvergent fiii-x<l und divergent für 
X 5 1, denn für x = 1 erhalt sie die Summe 

8 = 1 + 1 + 1+... = «, 
sie divergiert also für x = 1 und umsomehv noch für 

X>1. 

3. Siitz. Die Reihe 
1,1,1 1 





^--w+w 


+ 31 


: + ■• 


• + il, 




ko 


nvergiei-t für ] 


• >1 


und 






di 


vergiert für 1 


(51. 








Um 1 


lies zu zeigen, kam 


n m.r 


1 setze 


n: 




"o = - 


— u - — + — 


«■- 


i + 


^ + 


I 




_1 + 1 


;+•• 


■ + (.i 


1 




Um 


111 + 1 _ 


riyk 


daim 


ist jedenfalls 
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Prinzip der Reihenvergleiuhung. 

^.<2-i- oder <^i^ 
1 



' 2^ 
11, <4- 



u,<8 



8i= 



Die 8um»ie der m ersten Glieder der vorgelegten ßeilie 
ist somit kleiner als die Sttmme der Reihe, deren Glieder 

Diese ist aber nach 2 als geometriache E,eihe konvergent, 



2k- 



■ < 1 oder 2^-^ > 1 oder k > 1 ist. 



4. Um zu entsclieiden, ob irgend eine gegebene 
Reihe konvorgont ist, vergleicht man sie am einfachsioii 
mit bekannten konvergenten Reihen. 

Prinzip der Bellienvci'gleiclmng. lat die Reihe 
«,+n, + u, + ... 

ebenfalls konvergent, wenn die Glieder der 
letzteren kleiner sind und kleiner bleiben, 
als die der erstem, d. h. wenn 

V, < u,, v„ < u,, . . ., Vn < Uu. 
Auf dem Prinzip der Reilienvergieichung beruhen die 
folgenden Kriterien , die in den meisten Fällen zur 
Entscheidung über die Konvergenz oder Divergenz 
einer Seihe ausreichen. 
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86 Konvergenz und Divergenz der Beilien, 

g 38. Konver^eiLzki'iterleu dm- Keilioii mit iioHilivoii 
GUedern. 

1. Erstes Konvergenzkriterium. 

Satz. Die Eeihe 

u, + «ä + »B + ' ■■ + '^a 
ist konvergont oder divergent, je niiclidem 

Lim — "ti < 1 oder > 1 iat. 

Um dies zu beweisen, liruige man die gegebene Eeilis 
auf die Form 

..+u.+..+...=..a+^+^>+...) 

Dl hiPiin Uj jedenfiils endlidi ist, so handelt es sidi 
dirura, zu zeigen, untoi welihpu Bedingungen der Aus- 
druck in dei Kltmmei konvergieit Durch. V er gleiülien 
mit der geoinetni:,hen ßeilie iindet man, dass derselbe 
kon\ergpnt ist, wenn 

X < 1 





?<-' 






. 


-^<'- 


^t, d h 


»ran 


1„, 


11,+ 


'< 


1. 


2. '. 


<;weitf 


!S Ko 


nvei 


IgOl 


izkriter: 


Salz 


. Die 


Eoihc 












11, +11, 


+ ". 


+ .. 


1 . + Un 


st kon 


vorgei 


nt odi 


!I d 


ive 


rgent, j, 



eil dem 
Htnl/üii ^ 1 ist. 
Vergleicht man die Eeihe wieder mit der geoinetrisclien, 
so ist dieselbe konvergent, wenn 

u, <x, u,<x', u,<x', ..., Un<x» oder 



yGoosle 



Konvergena tl. Reihen iiiit positiv, u. negativ. Gliedern. 87 
3. Drittes KüiivergenzkrUerium. 

SiiU. Die ßeihe 

ll, + ", + ^3 + -- + "n 

ist konvergent oder divergent, je naclidein 
TTui iliüs ati IsowoiBeii, vergleiclio man. die ßeilie 

jt + 2^ + jjk +■ ■ •' 
welclie iiauli § 37 fiu- k> 1 konvergent ist, dann ist 

Um den Grenzwert des letzten Ausdrucks zu ei'liEilti'n, 
setze man n =^ -r, dann ist 

somit ist Konvergenz oder Divergi.'na vorliaiidea, je 
aaelidem k ^ 1 ist. 

g 89. Konvcigciiz iler Keilieii mit posilivcii iinil 
negativ» n Gliedern. 
1. Satz. Enthält eine Reihe positive und 
negative Glieder in nneadlicher An^iihl, 
von denea die ersteren mit v,, v^, v,, . . ., die 
letzteren mit w„W3,W3,... bezeichnet werden 
sollen, aoistdieselhe unbedingt konvergent, 
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88 Konvergenz und Divergenn der Reilieii, 

sol>iiUl die Reihen Vj+v^ + v,-! , w^ + w^ + w^ 

+ ... für sich konvergent sind. 

Bezeichnet man die Summenwerie dieser Reihen 
mit S V und S w, so ist die Summe der ßeihe u 

8u = Sv + S\s' 
offenhar eine Grösse, die von der Anordnung der 
Glieder unabhängig ist. 

Saln. Eine unbedingt konvergente Eeihe 
mit positiven und negativen Gliedern hat 
einen bestimmten Summenwert S, der von 
der Anordnung der Glieder unabhängig ist- 
2. Satz. Eine Eeihe mit positiven und ne- 
gativen Gliedern konvergiert stets unddanu 
unbedingt, wenn die Glieder unbegreuKt ab- 
nehmen und schliesslich die Zahl zur 
Grenze haben. 

Sind U|, Uj, Uj, u„ ... positive Zahlen und ist 



Ui > «a > "^a > ■ ■ ■ > "i" 
80 lässt sich die Summe der Eeihe 

»,-». + ".-». + ••• 

zwischen zwei Grenzen eins chli essen und aiil' diese 
Weise ihre Konvergenz erweisen. 

Die beiden Anordnungen der Eeihe 

". - (», - ».) - (". - «.) -(».-»,).■•. 

K-u,) + (o.-u.) + (n,-u.) + ,.. 
lassen erkonneuj dass einerseits der "Wert der Eeihe 
kleiner als u^, anderseits grösser als u, — u^ ist. 

Die Reihe konvergiert also nach einem Grenzwert S, 
dm- zwisnlien u, — Uj und u^ liegt, 
u, > 8 > u, - u,. 
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Begriff der Polcnnreihfi, H2 

3. Ist eiuu der Eeihen v„ v^, . . .; w„ w„ . . . kon- 
vergent, die andern divergent, so divergiert die Eeilic 

.. +!), + .. . = V, +V, + ... H- W, +W, +... 

4. Sind beide Eeilien v, v, . . . , w, w, . . . divergent, 
so kann die Reihe u, Uj . . . divergent oder auch be- 
dingt konvergent sein. 

la diesem Fall kann man die Glieder der E.eilie 
stets so anordnen, dass der Wort der ganzen Reihe ein 
heliebig gegebener, z, B, gleich einer beliebigen posi- 
tiven Zahl wird. 



VI. Abschnitt. 
Warstellnng rter Funktionen durch l'otenzreihen. 

§ 40. Begriff der Potenai-eihe. 
Erklärung. Eine nach positiven ganzen l'o- 
tenzen voa x fortsclireitonde Reihe 

.. + .,i + a,i- + i.,i" + ..., ^ (1) 

wo a^, a,, a,, . . . konstante Koeffizienten sind, heisat 
Potenzreihe. 

Dieselbe konvergiert und zwar unbedingt, wenn dor 
Betrag des Quotienten 

lim ^"^ X < 1 
wird, d. li. fdr alle Werte von x, deren Betrag l?leiner 

ist als dor Betrat von lim — . 
^ an + i 

Setzt man lim ;:= k, so lässt sich diose Ee- 

au + i 
dinguiig auch ausdrücken durch die Vergleichung 
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00 Üaistellniig dei' Fnnkliuiieri diiruli PoteiiOTeiheii, 

— k < X < 4- k odev 
x= < k^ 
Ks gilt somit der 

Satz. Ist der Wort von k in dorn Gebiet 
— k <s < + k enthalten, so künvergloi t die 
Eeilie (1) unbedingt. Jenes Gebiet heisst das 
Konvergenzgebiet der Potenzreilie. 

Die Reilie Iconvergiert für jeden Wert von x, wenn 
k = 00 , d. b. wenn 

- « < X < -I- oo . 

Ob die Reilie anob wat dan KonvergeiiKgren^eu — k 
und + k konvergiert, musa in jedem einzelnen Fall 
untersucbt werden. 

Leitet man die ßeÜie (1) nacb x ab, se folgt die 
weitere Potenzreibe 

a.+2a,x + 3a,x' + 'l-i-,x'-h..., 
die kouvei'gent ist, wenn 

lim "— ^ ■'■-— X < 1 odor 

lim^!l±Ix<l. 
an 
Salz. Konvergiert die Poten;;reibe (1) iii 
dem Gebiet — k < x < + k, so konvergiert 
aucb jede durcb Differentiation aus der- 
selben hergeleitete Eeibe in demselben Ge- 
biet. 

Für die Potenareibe gilt nuch der weitere 
SatK. Eine Potenzreibe stellt inuerbalb 
des Konvergenzgebiets mit allen ihren Ab- 

sie ist^'es aucb nutb in don Grenzen des Ge- 
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Eindeutige Daiatellniig dei' FcinktioneJi in Potenzieiheii, 91 

bietes x= -fk, wenn iiljerliatipi Konvergenz 
in denaetben stattfindet. 



% 41, Eindentlg'e Darstellung: <1c>' l^'iiiiktioiieu in 
Fotenzreihoit. 

Satz. Woiui eine Funkt ion f(x) von x nucli 
Potenzen von x entwickelt werden kann, ao 
ist diese Entwicklung stets eindeutig (nuv 
anf eine einzige Art möglich). 

Um dies zu beweisen, nehme nian an, i(x) könne 
auf awei Arten nach Potenzen von x entwickelt worden : 
f (x) = Ao + ÄjX + A, x' + . . . und 
f(x) = B„ + B,x + B,x^-l-..., 
dann erhält man darch ßuhtraktion die Beziehung 
- (A. - BJ + X (A, - B,) + x" (A, - B,) + . . . , 
welche für jeden "Wort von x erfüllt sein mnss. Das 
letztere kaan aber offenbar nur der Fall sein, wenn 
sämtliche Koeffizienten der Potenzen von x verscliwin- 
den, wenn also 

^ A, — B^ = A, — B, == A, — B,, = . . . 



d, h. wenn die beiden Reihen identisch sind, wü.s zu 
beweisen war. 

§ 42. Die Reihe von Maclaiirin fiir ruiikttouen einer 
Yei^nderlicliun x. 

Nehmen wir an, die Funktion f{x) sei mit allen 
ihren Ableitungen f'{x), f " (x), . . . innerhalb des öe- 
bieta x = bis x ^ x (die mit eingeschlossen) ein- 
deutig, endlich und stetig uud nach Potenzen von x 
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darstellbar, so kann man nach der Metliodo der irn- 
hestinimten Koeffizienten setzen: 

f(x) = A„ + Ä,x+ Ä,x' + A,s^' + .. . (1) 
Durch ÄbloituBg folgt hieraus 

f (x) = A. + 2Ä,x + 3A3X^-l-... 

f" (x)^2Aj + 3.2A3K + 4.3Ä,x'' + .. . 

f" (x)-3. 2.1 A,+ 4.3.2 A,x + . ■ . 

und wenn man hierin x = setzt 

f(0) = A„f (0) = A.,f"(0) = 2!A„ f"'(0) = 3!Ä,,..., 

womit die Gleichwng (1) übergeht 

f(x)-f(0) + ^P(0) + ~f''(0)+j',f"'CO) + ... (2) 

Man nennt diese Entwicklung nach ilirem Ent- 
decker die Potenareihe von Maclaurin. 

"Wir erhalten somit den 

Satz. Wenn sich eine Punktion f(x) von x 
innerhalb des Gebiets x=0 bis x = x endlii:h 

ganzen Potenzen Toa s entwickeln und kön- 
nen die Koeffizienten derselben durch Ab- 
leitung bestimmt werden. 

Die Entwicklung (2) bat Gültigkeit, so lauge die 
Funktion f(x) mit allen ihren Ableitungen für x ^ 
endlich und stetig ist und solange ais konvergiert, d, b. 
.ol.nge Jtoil ,.,.,((,, _o (3, 

ist. Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so tritt an Stelle 
der Reihe (2) die Eeihe mit dem Restglied Rh 
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f(x) = t(o)+ YP(o) + |^f"(o) + ... 

WO TiiLüh Jjixgra 

Ra -= — , f("' (*x), < * < 1 
orlei' iiiich Caiichy 

R„ = "-^r"^^" - x^fi'ilCi^x), < ^ < 1 ist. 

§ 43. Die Reihe von Taylor fiir ruiiktioiien cinev 
Verändei'Hchen s. 

Setzt man. in der Reihe von Miiolaurin an Stelle 
von X x-[-li und vertauscht nachträglich x mit h, so 
ergiebt sich der 

Satz von Taylor. Ist die Punktion f(x} 
samt ihren Ableitungen innerhalb des öe- 
bietssbisx+h eindeutig, endlich undstetig, 
so gilt die Eilt Wicklung nach Potenzen von h: 

f (x + h) = f (X) + ^ f (x) + ^ i" (x) + . . . 

die man die Taylor'soJie ßeihe nennt. Hierin hat das 
Restgtied Rn nach Lagrange dio Gestalt 

Il„ = ^ f(n) (x + dh), S 7? < 1 

oder nach Cauchy die folgende 

Rn = ^— "^"1 — - f("'(x + flh), < 5 < 1. 
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Ist die Bedingung erfüllt lim En^ 0, so konver- 
giert die Reihe, In diesem l^all gilt der 

Satz. lafc die Funktion f{x) mit allen 
ihren Ableitungen im Gebiet x bis x + h oin- 
deutig, endlich und stetig und ist die Be- 
dingung erfüllt lim ßn = 0, 

so ist die Keihe von Taylor konvergent und 
gilt die Entwicklung 

f(x + h) = f(x) + -\- f (x) + -^'^f"(x) -f ..,, 
deren Summe durch f(s + h) angegeben ist. 
Als Beispiel möge die ii'* Differenz der Funktion 
! = '(=") 
AJ« = l(i + iiAx) - ( J) f(i + (n - 1) A X) 

+ (S)'(>= + ("~2)Ax) , 

die wir in g 2G kennen gelernt liabeii, nach Potenzen 
von A X entwickelt werden. 

Wendet man auf jede der hierin onthaltoneii Funlc- 
tionen f {x + kAx), wo k = n, n — 1, n — 2, ..., 
3, 2, 1, zu setzen ist, den Satz von Taylor an, in- 
dem man jede derselben nach Potenzen von kAx ent- 
wickelt und nachträglich die Koeffizienten von f (x), 
f'(x), f'(x), . . ., fW(x), . . . zusammenfasst, so lüsst 
sich A"y auf die Form bringen 
A"y = A.f(x) + Ax A, f'W + As'A,I- W + . . . 

+ Ai»Ai(m(x)+..., 
WO der Koeffiaieut A|t gleich dem Ausdruck ist 
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*■■=¥! {{5)"'-'-(T)("-i'''+ (?)'»-'■«"- 

rleasen letztes Glied für k>0 verschwindet (da O'' = 
iafc) und nur für k -= nach § 35„ den Wert erhält 

{-l)n(^)0"-(-l)M.l-(-l)". 

Wie in der niederen Analyais*) gezeigt wird, ver- 
schwindet der Klamm erausdrnck von Ai, für k — Q, 
1, 2, . . ., n — 1, daher ist stets 

A„ = A, = A3 ^ . . . = A>, _ 1 ^ 0. 
Für k = n, i) + 1, n + 2, ... dagegen golit derselbe 

nl,|--(n+l)!,ä(3" + l).(.H-2)!, 

-;'3(n+l).m + 3)!,...., 

somit crhfilten die Koeffizienten An, Ao-j-i, A|]_|_2, ... 

lUe Werte 

A„-l, A„ + i^-|-, A„ + 9--^,i(3n+l), 

An + 3 = ~.^'^(n+1),... 

Indem mau mit AJ^" heiderseita dividiert, geht die n^^ 
Differenz A"y der l'unhtion y = f (x) in den n'^" Dif- 
ferenz enc[uotienicn nliei", welcJier ininmchr dio Gestalt 
erhält: 

•l Dr B. %orer, Niedere Analysls, Sammlimg Giischeii, Bd. 53, 
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+ 2l(3« + l)A."t<"+«l(x) + ..., 
tlie wir schon in. § 26,3 'JBiii^'z* hiilieii. 

§ 44. Reilie 11 ent Wicklung der Expoiiniitial funktionell 

a^ und e''. 

1. Setzt man f (x) = o^, so erMlt man die A.lilei- 
tungen f (x) = f" (x) = , . . = e'' und hieraus für x = 
f(0) = f'(0)-f"(0)=... = l. 

Daher ist nach Maclaurin 

Als Konvergenzhediiiguiig ergiebt sich nach Kri- 
toriura I. 

iL h. die Reihe konvergiert für jeden endlichen Wert 
von X. 

SatK. Die Exponentialfunktion e^ lässf sich 
in die nach Potenzen von x fortschreitende 
Reihe 

=''-l + T + fT + lT+- W 

entwickeln, die für jedea endlichen AVert von 
Für x= 1 erhält man hieraus die Eeihe 

die zur Borochnung dei" Zahl e dient. 
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2. Aus a'i^Cels)^ — e^ia 
folgt mit Zuhilfenalime der Formel (1) 



diu ebenfalls für jeden endlichen "Wert von x konver- 
giert, denn ea ist 

rn + l^xlal 
'"" Un n+l|n = „ ^■ 

§ tö. Rei hon ent wickln ng iler logarlthmlsclien 
funktiuiicii. 

1. Für f (x) = 1 X erhält man 

f'{x) = ^, f"(x) = +~, . . . um! Merana fürx-O 

f(0) = — CO, f'(0) = =3, f"(0) = — t», ..., 
woraus üu erkennen ist, dasa die Eeihe unbrauchbar ist. 

2. Dagegen ergiebt sich für £ {x)=: 1 (1 4-x), f (x) 
= (1 + x)-S f" (x) = - {1 + x)-3, f" (X) = 2 (1 + x)- 3, . . ., 
f|n)(x) = {— l)"i-i(n — l)!{l + x)-° und hieraus 

f(0) = l, f'(,0} = l, f"(0)=— 1!, f"(0)=2.', ..., 
f(m(o)-(-l)n-i(n-l)! 
snvnit ist; 

I(l + x) = x-|'+^-| + .... (1) 

Diese ßeihe divergiert, wenn x eine positive oder 
negative ganze >jahl x>+l. 

Ist X eine positive Zahl x < 1, so konvergiert die 
Reihe nach Satz 2 in § 39- Sie konvergiert auch, 

wenn x ein negativer echter Bruch ist x^ — --, wo 
u eine ganao Zahl grösser ala 1 bedeutet, denn in die- 
sem Fall sind ihre Glieder kleiner ala die entaprechen- 
J u n li e [, Habere Analyüis. 7 
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den. der geometrischen Reihe — — f — ;, — . . ., 
die für a > 1 konvergiert. 

Für x = — 1 geht die ßeilie ia die negativ ge- 
nommene liarmonische Heihe über, die bekanntlich divpr- 
gent ist. 

Satz. Die logarithmiache l'uuktion I (1 + x) 
lässt sich flir x< + l>- 1 sowie für x = + l 
in eine kunTereente Potenzreihe entwickeln 
deren allgemeiner Ausdruck diii'ch (1) ange- 
geben ist. 

Für x=+l erhält man die Reihe 

'•>'^--^-l + l -{ + '■■■ 

deren jSumme j ^ log 2 zwischen den Grenzen L und 
liegt, wie folgende Anordnung zeigt ; 

(-H+(-r-i]+(:-Ö)+->-v>^ 

3. Setut man in der Eeihe (1) — x an Stelle von 
+ x,!0 folgt; 

l(l-x).-^-^-^'-... (2) 
miin diese Reihe von der Reihe (1) sublra- 



hieit, 



in P„m,cl (1) > 
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X — - — j3 --7 30 ergeben sich die beiden Form 

1114 
l(n + l)-ln+--jj-,-+3-j--,- + .. 



denen die natürlichen Logarithmen von a + 
3rden köiinen, wenn diejenigen von u 1j 
kaunt Bind. 

§ 46, Reilienent Wicklung der trigouoiiietrisehPii 
FnnktloiieD> 

1. Die Funktion f(x)=3in!c. Man erhält 
f(x)-ainx, f(0)-0, 
f'(x) = cosx, f'(0) = l, 
f"{x)= — sinx, f"(0) = 0, 
f'"(x) = -cosj:, f"'(0) = -l, 



T--[- . . . und ebenso 



Für beide Keihen hat der Quotient ; 
einander folgender Glieder den Wert 



der, so gross auch ein endlicher "Wert von x werden 
möge, bei wachsendem n immer kleiner wird und für 
n = ao gegen die Null konvergiert. Die Glieder nehmen 
somit unbegrenzt ah und sind sowohl fili' ein positivus 
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wie ein negatives x entgegengesetzten Zeiehena. Daher 
koavergiert die Heibe für jeden endliciien Wert von x. 
Satz. Die Funktionen sin X und cos x lassen 
sich in die für jeden endlichen Wert von s 
konvergenten Potenzreihen entwickeln. 

siax=-| - 31 + 51 — ■■■ 

— >-s+:;--- '" 

2. Ist f(x) = tgx = ^, so folgt hieran. 

sinx = f(x')cosx 
und wenn wir diese Funktion nach dem Satz von 
Leihnitz n- mal ableiten : 

sm(x + ai-) = f»(x)co>i^(;)f<"-i)(x),mx 

-(2)f(«-»)(x)oosx + (3)f»-»(x).inx+... 

Für X = giebt diese Entwicklung die folgende 
,i„?^ = f,nl(0)-(2)r(n-S)(0)+(4]E^"-«{0) 

_(^)f(n-0.(O)+..., 

aus der man f(n)(0) erhält, wenn f(n-ä)(o), f(n-<tl(0), ... 
bereits bekannt sind. Da aus den ersten Gleichungen 
f(0)-=^0, also auch f"(0) = f«(0)^ . . . =0 folgt, so ist 
diese Formel nur auf ungerade Werte von n anziiwen- 
den und geht in die folgende übei' 

fn(0) = (-l)^ + (^)f(.>-3)(0)-(4]f(n-^>(0)+... 

die für n=l, 3, 5, 7, . . , die "Werte liefert. 
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r{0)=i, f'"(0)=-i+(|)f'{0)=2, 
!m(a) = i + {iy2-{iy~ie, 

».)(0) = -l + (5)l6-(J)2+(6)l = 272, n. 8.,. 

folglich erhält man die ReihenoiitwickUing 
2 16 272 

Anmerkung. In den Reihen (1) und (2) be- 
aeichnet x den dem fraglichen Winkel gegenüberliegen- 
den Bogen in Teilen des Halbmessers 

§ 47. Reihenentwicklung der cflkloiuetrisciicii 
Funktionen. 

1. Um die Reihenentwicklung für y = f (x) 

= aro sin X zu erhalten, bilde man t* — - ^ und leite 

den Auadruck 

y'Yl^^^ = l oder y"(l— x^^l 
weiter ab, dann ergiebt sich 

y"(l_^«)_y'x=0, 

y"'(l_x^-3y"x_y'-0 
y(*)(l-xO-5y"'x-4y"-^0 n. s. w. 
und sohliesBlich allgemein die Bekursioneformel 

y(n + 2)(i_x')_{2n + l)y(n + l)x — n'yW^O, 
ilio für X ^^ die einfache Gestalt annimmt: 
f(>i-|-2)(0)^a>f(n)(0). 
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Diese öleichuug zeigt, das3 für jedes gerade n 
f(i.)(0) = ist. Für n= 1, 3, 5, ergebeu sich die Werte 

f'(0)^l, i"'{iy) = l, f(S){0) = 9, r(')(0) = 25.9, etc. 
und damit 

, 1.3.5 x', 
+ 2.476^+- ■■ ^1) 

Diese ReJliB konvergiert für jeden Wert von 
x'<l. 

Satz. Die Funktion f (x) = arc sinx JSsst 
sich in eine für jeden Wort von x'< 1 kon- 
vergente Potenzreihe entwickeln, deren all- 
gemeiner Aiisdruok durch (1) angegeben ist. 

Anmerkung. Durch Quadrieren erhält man 

aus (1) die weitere ßeilie 

. . >, s' , 2 X* 2.4 x" , 2.4.6 X* 
{«rcsm:.) =_ + _._ + _._ + ^^^^, --+..., 

die ehenfails für x'<;i konvergiert. (2) 

2. Ist y = f (x)=^arctgx, so erhält man in ähn- 
licher Weise 

y"(t + x') + 2,'x-0, 
y"'(l+x")+4y"x + 2y' = 
und allgemein die Eelcnrsionsformel 
,(.+»(l+x., + (2„+2)y» + i)x + n(n + l)yM = 0, 
die auch rlirekt nach dorn SatK von Loibnitz für 

UT^y-a+x') 
liei'vorgelit. Für x = geht diese Formel über ia 
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f(n + 2)(0) + ii(n + i)fln)(o)=0 oder 
f(>i+a)(0) = — n(n + l)f<"'{0)- 
Da f(0) = ist, so sieht man audi hierMis, cWs 
lur jedes gerade n fOJ (0) = 0. 
Für n=l, 3, 5, 7, ... folgt 
f"'(0) = ~2!, m{0) = + i], f(')(0) = — d!, u. s. w. 
und somit die Reihenentwicklung 

die für x^< 1 konvergieit 

Einfacher ergipbt sich d isielbe E,e3ultat auch auf 
folgende Weise. Duuli einfache Diviaiou folgt die Iteihe 

die offenbar durch Differentiation aus der Grleicliimg 
hervorgegaogen ist 

arotgx+Const = x— ^ -|- ^ ;^ ■ + q ~ ' " 

Für x = folgt = und somit dio Entwick- 
lung (3). 

Satz. Die "Funktion arc tgx läast sich in 
eine für — l>x< + l konvergente Potenz- 
reihe entwickeln, deren allgemeiner Aus- 
druck durch (3) angegeben ist. 

Der Formeln (1) und (3) können zur Berechnung 
der irrationalen Zahl rc benützt werden. 

Setzt man in (3) x = 1, so folgt die allerdings nur 
schwach konvergierende Reihe von Ijeibnitz 
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die man auch durch ZusammeD fassen von je Gliedern 
auf die Gestalt bringen kann : 

4"''\l.3^6.7^9.11 ^■■■| 

welclie bei der Berechnung von jt rascher zum Ziel 
führt. 

Andere Ableitungen von jt erhält man, indem man 

sieh -j- aus kleineren Winkeln zusammengesetzt denkt. 

Ist z. B. y~ftrctg-7~, igf^"-) so ist 

2tg» 5 2tg2f 120 

^sS^^TTTf^^^l^^ tgi^=i^rt-g^29. = r29' 

tg4!P — tg^ 



-— = i arc tf 



i.5 3.5"~'~5.5' "/ 

-U L_. + _.J_. 

\239 3.239' ^5.239> 
sich für n der Wert ergiebtr 
?t = 3, 141592 6. 
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§ in. Diu Keilien von Mnclaui'iu und Taylor fili- 
Vniiktioneu zweier Tcränderllclien x iiiiil y. 
1. Die Reihe von Maclaurin. 
Satz, Ist die Funktion f[xy) mit allen 
ihren Ableitungen innerhalb der Grenze 
x = 0| y = bis x = x, y = y eindeutig, endlich 
und stetig, so kann sie ebenso wie die ent- 
sprechende Funktion f(x) in § 42 in eine 
nach Produktkombinationen von x und y 
fortai^hreitende Reihe entwickelt werden, 
deren Koeffizienten in ähnlicher Weise wie 
dort durch Ableitung zu erhalten sind. 

Setzen wir 
f(^^)-A„ + A,|+A,^ + A,,|= + A,,^>j + A,,^;= + ..., 
so folgt hieraus durch partielle Ableitung nach § und ij, 
indem man nachträglich ^ = 0, 5? = setzt: 

A. = f(0,0) A„^±^ A.„=i,4^ 

^> ~ dl '^ ~ 21 81 Sn "" ~ 3! Si'dr/ 

' d^i "' 2! 0*1 ■ ■ ■ 

Daher lautet die Entwicklung nach Maclaurin 

+ ^|xg-^, + 2xyg^ + y g-,f + ...^^^ 

2. Die Reihe von Taylor. 
Setzt man in der Reihe (1) an Stolle von x und y 
die Grössen x + h und y + k und vertauscht nach- 
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ti-äglioh X mit h, y mit k, so erhält man die ii,eili(! vüu 
Taylor für zwei Veränderliche x und y; 

f(x+l,, , + k) = !(x5) + i{h?^^+ k^-^} 

die später mehifach angewendet wii-d. 

Man kann diesp Entwicklung auch a,us derjenigen 
für eine Verändei liehe x herleiten, indem man in t(xy) 
die Veränderliche j zunächst als konstant ansieht und 
nur s um die Glosse h wachsen lässt, dann x als kon- 
stant betrachtet und y um k wachsen lässt. 

Satz. Ist die Funktion f{xy) samt ihren 
partiellen Ableitungen im Gebiet x - x, y = y 
bis K = x + h, y = y + k eindeutig, endlich und 
stetig, BoläsBi sichf(x + h, y + kjin eine nach 
Produktkombinationen von h und k fort- 
schreitende ßeiho entwickeln, deren all- 
gemeiner Ausdruck durch die Gleicliung (2) 
angegeben ist. 

Vn. Abschnitt. 
Maxima und Minima der Fnnlitionen- 



§ 4iJ. Maxliiia und Minima der Funktionen einer 
Vevänderliclieii. 

Erklärung. Die Funktion y = f(x) wird für 
X = a ein Maximum bezw. Minimum, wenn sie in der 
nächsten Hingebung von x = a, also für a + e und 
a — e algebraisch kleinere bezw. grössere Werte au- 
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nimiiit, als dies für x = a der Fall ist, wo e eine (irösae 
bedeutet, dio beliebig klein gewählt werden kann. 

Die Funktion y = ax ■ — ■ x' iiat für x ^ -^ ein 

Maximum, da sie für x ;= „ i ^ boidesmal den Wert 

y ^ -r — b' annimmt, der kleiner ata der Maximalwert 



Lässt man die A.bsi is'ii "i. w lülisen so w iclist auuh 
die Funktion f{x) odn nim.mt ab, je naibdi,m j' = f'(x) 
positiT oder negativ ist Für ein Maximum oder Mi- 
nimum muas die Funktion j =f(x) v 
kleineren zu algebraiscii grösseren "Werten 
oder umgekehrt. Dieser Uebergang kann aber offen- 
bar nur für diejenigen Werte von s eintreten, für welche 

j' = I'(x)=0 ist, 
wenigstens solange f(x) an diesen Stellen endlich und 
stetig bleibt. 

Satz. Man erhält die Maximal- oder Mi- 
nimalwerte der Funktion f(x) durch Auf- 
lösen der Gleichung 
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§ 50. Herleituiiff des aiialytiäclieii Keimzclelieus vüii 
Maxiiimm and laiiiiinnm. 

Um (las analytische Keanzeichen. für ein Ma- 
ximum oder Minimum von y=^f(x) zu erhülten, ent- 
wickle man f{x + e) nach Potenzen von t: 

f(x+.) = tM + |fW + |Jf"(x) + -^ ['"« + •■■ 

dann ist, wenn x ein Maximal- oder Minimalwert von 
f(x) sein soll, f'(x) = 0. Unsere Entwicklung geht 
dann über in 

t(x + ,)-fM_|ll"(x) + |^f"'W + ... 

Nehmen wir nun hierin e ao klein an, dass das 
erste Glied rechts über das Vorzeichen der ganzen 
Summe eutsclieidet, so wird das letztere negativ oder 
positiv sein, je nachdem f"(x) negativ oder positiv ist. 
Wir erhalten somit für x ein Maximum oder Minimum 
der Funktion f (x), je nachdem {"(x) negativ oder positiv 
ist. Verschwindet jedoch f" (x) für x, so würde das 
zweite Glied der Entwicklung rechts über das Vor- 
zeichen der ganzen Summe entscheiden. Da dieses 
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aber mit e sein Zeichen wechselt, so leuchtet ein, dass 
in diesem Fall weder Maximum noch Minimum statt- 



Geometriaeh ausgedrückt, liat in solchem Fall die 
Kurve y = f(x) im Punkt mit der Abaoiase x einen 
Wendepunkt, dessen Tangente horizontal iat. "E'ig. 21. 




Verschwinden fiir den Wert x alle Ahleitungen 
der Punktion f(x) bis eins chli esalich zur (n — If^", ao 
nimmt die obige Entwicklung die Gestalt an ; 
f(x + .)-t(x)-(-l)"-^'^f«(x) 



+ (-l)n+i 



,{C + i)(x) + . 



(»+1)1 

WO für seht 1 leine Weite von e dis er=te Glied rechts 
das Vorzeichen dei t^anzen Entwi klung bestimmt. 
Diese wird iei nach mit e liaZe hen nicht wechseln 
oder wechseln jen chdem a gerile oder ungerade 
ist. Ist das I tzteru 1er Fall s kann also weder 
Maximum noch Minimum stattfinden Tiitt jedoch das 
eratero ein so hangt dis Vorzeichen der Differenz 
f(x + *) — f(x} nur von f (x) ah 'Vfan erfüllt also 
für X ein Maximum o lei Min mim je ichdem f<"' (x) 
negativ oUi i if v ist F eigielt i (.h somit der 
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IIÖ Maximii und Minima (ter Piinktionen. 

Satz. Eine Punktion f(x) wird für einen 
gewissen Wert von x ein Maximum bezw. 
Minimum, wenn die niedrigste Ableitung 
von f(x) nacb x, welche für diesen Wert von x 
nicht verschwindet, von gerader Ordnung 
igt und zwar tritt dann ein Maximum oder 
Minimum ein, je nachdem diese Ableitung 
negativ oder positiv ist. 

Beispiele: 

1. y^x'-|-3ax. Min. für x = 0, Max. für x-= — 9 a. 

2. y-=4x'4-3ax'~6a^x, Min. für x = -,^, Max. fiir 



3. y = x— |/l— "i", Max. für x=~ 

4. y==x^, Max. für x = e. 

5. Welchoa ßechteok hat bei gegebenem Umfang a den 
grö asten Inhalt? 

Ist X eine Seite des Eechtecks, ao ist a — x die 

andere, dann ist y = x (a — x) ein Max. für x^ -y 

uud erhält den Maximalwert y= r. 

Satü. Unter allen "Rfichtecken von ge- 
gebenem Umfang hat das (iuadriit den 
grössten Inhalt. 

6. "Welches Rechteck von gegebenem Inhalt hat den 
kleinsten Umfang? Man findet ebenso das Quadrat. 

7. Unter allen Dreiecken, von denen irgend zwei Seiten 
die Summe s =^ 2 a haben imd den Winkel « ein- 

tlasjenige zu finden, welches den grössten 
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Mitximii, lind Miniraa von gebrochenen Ausdrücken. Hl 

Inhalt hat. Ist eine der einachliess enden Seiten x, so 
ist die ändere 2a — s, daher der Inhalt des Dreiecks 

J=|(2.-x).i„.; 
somit ist zu untersuchen y = x(2a — x). 

Man findet ein Max. für x^^a. 
8. Ana einer Seite a und dem gegenüberliegenden 
Winkel a das an Fläche grösate Dreieck zu finden. 
Ist der an a liegende Winkel gleicli q>, so ist der In- 
halt des Dreiecks J=^ sin rp sin (f + y); somit ist 

zu untersuchen y = ain^psin(« + y). 

Man findet y' — cos^psin (o4-fi)4-sin(j!cos(a-|-f/')~0, 
woraus folgt tg^^ — %(«+9i) = tg(j£- a — 91) 

<P = ™ — « — f> y = ^- ('^ - «)■ 

§ r>!. MaKinia iiiid Ktntiii» von ^ebroclioneii Ausdrücken. 

Sind (;, und tp ganze Funktionen von x und soll 

ein Max. von f— -—bestimmt werden, so ergiebt sich 

V 
ala Bedingung liiefür 

f'(x) = ^(!PW'-9'V'')=0. (1) 

Hiebei ist zu bemerken, dass das Vorzoiohen von 
f^{x) dasjenige dea Zählers ip'V — yV' ist; ist daher 
u(x) eine Funktion von x, welche 

u'(x) = y>-^p^' (2) 

giebt, so nehmen i und u gleichzeitig zu und ab, und 
erreichen daher auch gleichzeitig ein Max. oder Min. 
Bei der weiteren Tinte rsucliung darf daher an SteUe 
von f die Funktion u (x) gesetzt, d, li. der Nenner f'^ 
weggelassen werden. 
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112 Maxima und Minima der Funktionen. 

Salz. Die Maximal- und Minimalwerte 
der gebrochenen Funktion f = -5^ bestimmen 

u'{x) = y>-yi;.'-0 (2) 

und dlo Funktion t wird für einen liieraus 
erhaltenen AVert von x ein Maximum oder 
Minimum, je nachdem 

u"(x) = f'>-y<^0 ist. (3) 

Ist schliesslich q> = l, so geht f in den reziproken 
Wert von ip über f— /- und erhült man ktit Be- 
stimmung eines Max. oder Min. 

n'W = -»'M-0. 
Die hieraus hervorgehenden Werte geliörcn einem Max. 
oder Min. von f an, je nachdem 

n"(x)--V."(x) < ist. 
Einem Max. oder Min, von i entspricht also ein Min. 
oder Max. von f. 

Satz. Wird die Funktion! für einen "Wert 
von X ein Maximum oder Minimum, so wird 

die reziproke Funktion -j- für densolbon 
Wert voa x ein Minimum oder Maximum. 

Beispiel. 
1. Au. f = ^,:p^^-g folgt 

u'(x)-x= + 6x + 9~x (^x-f G) = 
u"(x)^-2x. 
Mm erhält ein Mux. für x = ?,, i ^ ,]-, ■ 
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ibli. Veründerl 
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Man erhält . 


Bin Min, 


, f ür X = ^ 


-3, f 


^-a.. 




2. 




'-X + 1 








U'' 


(x) = — 


2x(x — 


■ 2) =- 11 


"W- 


--4X + 4. 




Man 


erhiat 


für x = 


= ein Mit 


liinum 


f{0)--l 


und 


für : 


K = 2 ei 


n Maxi.1 


aumf(2) = 


5 
3* 






3. 


Die PuDktion 


-^_- 


^ wird für x = 


aein 


Max 


., Mr X 


= oi] 


1 Max. unc 


l für 


x = 4 ein 


Uia. 



§ 52. Maxiina und Minima einer Faiiktiun yon '/.vini 

iinabltUiigig'eiiTeriindei'lichen. 
Um die Bedingungen für die Maxima und Miniiiiii 
der Funktion 

z = t(xy) (1) 

von zwei unabhüngigea Veränderlichen x uud y au er- 
halte», aehmen wir letztere als ganz beliebige Funk- 
tionen ^ und 1/1 einer neuen Veränderlich ea t an: 

dann wird nach g 50 z ein Maximum oder Tilinimiim 
aem, wenn ^^ ^^ ^^ , Pf dy 

dt = äxdt + e^<rt=oodc^ 

Da aber hierin y und -^ völlig willkürliche Funk- 
tionen sind, so kann diese Bedingung nur bestehen, 
wenn die Koeffizienten von gj' (t) nnd ifi'(t) gleich Null 
aind. Die BediBgungen für ein Maximum oder Mini- 
mum sind also angegeben durch 

Junker, Höhere Ana lysis. B 
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1 Minima der Fuiiktio 



i--0. ,7, = 0, 



welche zur Ermittlung der Maximal- oder Minimalwerte 
von f Iiinreiclien. 

Hat man hieraus die gemeinsuhaftlichon Werte x y 
berechnet, so erübrigt noch nachzusehen, ob ein solches 
"Wertepaar einem Maximum oder Minimum von f ent- 
spricht. 

Daa erstere, bezw. letztere ist der Fall, je nachdem 

d'z< 

j-, C: ist. 

dt" > 

Leitet man die Gleichung (2) mit Berück aichtigung 
von (.5) weiter nach t ab, so folgt: 

d'z 9'f , , S'f , , 3'f , ,,, 

Soll dieser zweite DifEerentialquotient zur Ent- 
scheidung führen, so darf er in erster Linie nicht ver- 
schwinden, 

Es dürfen also nicht gleichzeHig die Glei- 
chungea erfüllt sein: 

gsf 3M a=f 

5-1 = 0, ^— ^ =0, a j = 

Die in (4) auftretenden zweiten Difierentialquo- 
tienten sind konstante Grössen, weil sie mit den aua (3) 
hervorgehenden Werten von x und y zu bilden sind. 
Bezeichaen wir sie mit A, B, C, so lässt sich der 
Ausdruck (4) auch schreiben 



.. = 0. (5) 
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Max. u. Min. einer Funktion v. zwei unabh. VerUnderl. 115 

Diese Form giebt zu erkennen, daas derselbe positiv 
bleibt, wenn AC — B'>0 und zugleich A >0 ist. 
Die Funktion ist dann ein Minimum. 

lat dagegen AC — B'>0 und A< 0, so kann der 
Ansdrnok nur negativ werden, wie man auch ^' und f' 
wählen mag. Die Funktion ist dann ein Maximum. Ist 
aber AC — B'^O, so kann man, da ^ und ^, also auch 
y' und ^' ganz willkürliche Funktionen siud, diese nach 
Beliehen so wählen, daas der Ausdruck bald positiv, 
bald negativ wird. Somit gilt der 

Satü: Die Maximal- und Minimalwerte 
der Funktion 

ergeben sich aus den beiden Gleichungen 
Si di 

— =0, ^' = 0. (3) 

Dem Wertepaar xy entspricht alsdann 
ein Maximum oder Minimum, wenn 

und zwar tuitt das erstere, bezw. letztere 

|^^<Oist. (7) 

Beispiele. 
1. Die Strecke a in drei Teile zu teilen, dass ihr 
Produkt ein Max. oder Min. wird. — Aus 

z = s y (a — X — y) 
folgt 

dz , 9z 

^^- = ya-2xy-y', .- =xa-x=~2xy. 
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» und Minima, dei- FniiUüoJicii, 



hält a den Wert a = -„ - . 

2. Welehes reuhtwinklige Parallelflaoli liat bei ge- 
gebener Oberfläche den grössten Inhalt? Man findet, 
dasa dies ein Würfe! ist. 

3. Man soll in einen Kieii i-in Dieieck von grosa- 
tem Umfang zeichnen. 

Sind die zu den Seiten gnlioiigen Centriwinkel 

(p^ , (p^, 180 — (p^ — y,, so ist zu untersudien der Ausdruck 

_ . ^ 

Man findet ein Max. für ^^=^^ = 120". Da 
gleichseitige Dreieck hat den grösatenUm 



g 53. Maxlina und Minima mit Ncbeiilieditigung'cii. 

1. Soll die Funktion z = f(xy) (1) 

zweier Veränderlichen x und y, zwischen denen die 
Nebenbedingung besteht 

,(xj) = (2) 

ein Maximum oder Minimum werden , so könnte man 
sich den Wert von y aus (2) berechnet und in (1) ein- 
gesetzt denken und bei der Bestimmung der Maxima 
und Minima wie in § 50 verfahren. 

Die Bedingung für ein Maximum oder Miniraum ist 

ll-l-l + K^-o- 

Äug G-leichung (2), erhält man durch Differentia- 
tion nach X zur Bestimmung von j' 
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wcl Minima mit Nebeiibedingungen, 117 
dq, 



(5) 



womit die BediDgung (Z) i 

di dq> 0f 8gi 

5x9y dj''ds:~ 
die mit g> (xy) =^0 zur Ermittlung der Maximal- nud 
Minimal werte von x nud y hinreicht. 

Anstatt in dieser Weise zu verfahren, die häuög 
mit Schwierigkeiten verbuaden ist, kann man auch 
y (s y) mit dem Faktor Af multiplizieren und iu 

z = f(xy) + J5,(xj) 
die Grössen x y ^ so bestimmen , dass diese Punktion 
ein Maximum oder Minimum wird. Dies ist nach § 52 
der Fall, wenn die drei Bedingungen erfüllt sind 

- - = 0, /'- =0, .-. = oder (6) 

die zur Berechnung der Maximal- und Minimalworte 
von z = f(xy) hinreichen. 

Die Funktion z wird alsdann ein Maximum oder 
Minimum, Je nachdem 

d"z d't , „ e'f , dU , , Si < . 
d-?-9^ + %-^»-y^+e-7^ +3"y^">*'"'- 
Beispiele. 
1. Für welche "Werte von x und y wird z = xy 
ein Max. oder Min., wenn dieselben durch die Be- 
dingungen verbunden sind: 

g> = x' -1- a y — b' = 0. 
Man uniersuche die Funktion 

. = x>+i(i' + .y-b-), 
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118 Maxima und Minima der Funktionen, 

und findet aus 

j^ = y+2^x = 0, gy-x4-a^ = 0,x= + ay — b' = 
2 1)' 



T— „ = einem Max., tezw. Min. entspre.chen. 

2. Aus einem kreisförmigon Stamm einen Balken 
von grösster Tragkraft zu aiminern. 

Die Tragkraft ist proportional der Breite x und 
dem Quadrat der Höhe y ; daher soll ein Max. oder 
Min. werden z = xy', wo x und y durcli die GfleicUung 
verbunden sind q> = x'+y' — r^ = 0. 

Man untersuche die Punktion 

und findet aus 

3 Um ein Eechteck eine Ellipse von l-leinatem 
Fläüheninlialt zu beschreiben 

Sind 1 und b die halben Eechteckseiten, \ und y 
die Hdlbaxen dei Ellipse, so soll im Miaiirmm weilen 
J^xj 1 idet z^xy mo awiachea t uul \ die Glei- 
chung besteht , H — ^ — 1 ^=0. 

Man findet l'ür x = ay"2', y^^^bl^S" das Minimum 
J = 2abn^. 
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Maxima und Minima mit Neben!) edingnngen. 119 

§ 54, Allgemeine Anfgalje iil)cr Ulaxima iiii<l 9[iiiiiua 
mit Nebenbediiignngen. 

Soll die Funktion 

z = f (X. =<,... x„ + „) (1) 

für die in + 11 VerSiiderlichen x, x^ . . . sm-l-n ein Ma- 
ximum oder Minimum werden , wenn die letzteren 
durch n Nebenbedingungen verbunden sind 

.p,(x,x, ...xm + n)--0 1 

T,(x.X,...Xn, + n) = I 

(2) 



yu(X|Sj ,. .Xm-|-n) = J 

so Itann m^in iii der Veränderlichen gleich beliebigen 
Funktionen einer neuen Veränderlichen t setzen und 
die übrigen mit Hilfe der Gleichungen (2) ebenfalls 
in t ausdrücken. Die so gewonnenen Funktionen seien 
X, = V-, (t), X, = % (t), . . ., x,n = Vm (t), . . ., 

^m + D^i/'m + n (3) 

dann ivird die Puuhtioii (1), die nach [3} eine Punktion 
von t allein ist, ein Maximum oder Blinimum, wenn 

Da aber die Vorauderlichen x, x, . . . Xm+n durch 
die Gleichungen (2) zusammenhängen, so ist auch 
öyi ds, 3y;dx, Bipi dxm + n 

'^^0^iT + as;Tt-+--- +rx^-T^— d^ <^> 

(i-l,2,...,n). 
Nun konnte man aus den Gleichungen (4) und (5) 

,. ,,. ., dxni + i dxm + a «ixiii + n ,. , 

dl, n Ableitung» -j--, -g^, ..., -^- .bmi- 
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120 Maxinia nnfl Mi n l F kt o 
nierea und z in Funkt ler ub gen w Uk 11 ge- 
wählten Funktionen von fT 3-;— j, a sl u k 

tt dt (it 

Diese Elimination kan auch, da l 1 ausnef 1 t 
werden, daaa man. die C\ } ungen (5) le Ee 1 li 

mit den Faktoren A^, A -^n m It j 1 z e t nd zu {i) 

addiert 

Z — f -|- ^j ^j + .?2 fj + . . . + ^l O'o 

und hierin diese Q Faktoren so hestimmt, dass die Koeffi- 
zienten der n Ableitungen — -;-,- — , ■ ■ ■, — j~f~~ '*^- 
Bohwinden, Da nun aber die Koeffizienten der übrigen 
m Ableitungen beliebig gewählte Funktionea von t sind, so 
müssen autih derea Koeffizienten verschwinden. Es 
müssen also die Gleichungen bestehen: 

o-ß^+'^'Sx +'*'ax +■■■ +'^''ex, 



die mit den Gleichungen (2) zur Bestiramung der 
IC -f- 2 n Unbekannten x^ x^ . . . Xm + n, A^ A^ , , . An hJn- 

Satz. Um die Maxima und IMinima der 
Funktion z = f (x, x^ . . . x„n-„) bei n vorhan- 
denen Nebenbedingungen (2) au bestimmen, 
betrachte manunterderVorauasetaung kon- 
stanter Multiplikatoren A^A^...A^ 
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Maxima und Minima mit Nebenbedingimgen, 121 

ala eine Funktion der unabhängigen Ver- 
änderlichen x,x,...xm + n and suche die Ma- 
xima und Minima dieser Funktioa au er- 
mitteln. Diese ergeben sich nach § 52 aua 
den Gleichungen 

d'x"^'^' 8^^^' •■■' 9x =°' 

die mit den n Bedingungen (2) zur Berech- 
nting der m + 2n TJnhekannteu x, x, . . . x^i-i-n, 

Ein schönes Beispiel hiefür bietet die 
Aufy'.ilte.*) Auf jeder der n Geraden 

y = „is — fty + ci = (i=l,2,3,...,n) 
aoU ein Punkt Pi so bestimmt werden, düsa das n-Eck, 
welches die Punkte der Nnmmernfolge au Ecken hat, 
einen grössten oder kleinsten PlScheninhalt bekomme. 
Geometrische Deutung des Ergebnisses. 

Der riächeninhalt des n-Ecks ist bekanntlich gleich 
der Hälfte des Aua drucks 

V' ^ (x, Y2 — }\ \)+ (^2 J's — y^ 5*3) + ■ ■ ■ 

+ (xii-iy,i — yn-|Xn) + (Xny,— J'nXj. 

Daher soU ein Max, oder Min. werden 

wofür die Bedingungen angegeben sind durch 

|- =0, /- = 
9xi Syi 

(i = l,2,3,...,n), 

die mit den n Bedingungen 
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122 Maxiina und Minima dei' FnnHionen. 

?i = aixi — ^iyi4-Ci = 
aar Berechnung der 3 n Unbekaanteii Xiyi; Äi hinreichen. 
Durch partielle Äbleituag der Funktion (a) nach x^ 
und jk erhält man beiapiels weise die heiden Grleichmigen 
yk-i —;'](+ i + -Ji!«ii=0, xii-i — xi( + 1 + -^li Ä = 
und hierauä duroh Elimination von Ä die weitere Glei- 

Xk-l Xt_[.i ßk' 

die au erkennen giebt , dasB der ßioh tun gsko effizient 
der öersiden ^pii ^ «t x — ^k y 4" % ^^ gleich dem Iliok- 
tungako effizienten der ersten Diagonale Pk— iPii + i des 
n-Ecks ist, d. h. 

daa n-Rok P, Pj...Pa wird ein Minimum, 
wenn seine Eckea so auf dea Geraden <p zu 
liegen kommen, dasB die n ersten Diagona- 
len desselben P, P,, P, P„ P^ P„ . . ., Pi,P, pa- 
rallel zu den Geraden %, if,, f^, . ■ -, f, sind. 

Interessant gestalten sich die speziellen Fälle 
n ^ 3, 4, 5, etc., die hier nicht weiter ausgeführt wer- 
den sollen. 

Dieser Aufgabe gegenüber steht die folgende; 

Durch jeden der Punkte P, 1\ . . . P„ eine Gerade 
9>i (i = 1, 2, . . -, n) zu legen, so dass das n-Eck, 
aus den Schnittpunkten der letzteren der Kui 
folge nachgebildet wird, einen grössten oder kleinsten 
Flächeninhalt erhalte. Geometrische Deutung des Er- 
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Die Schilitt paukte einer Geraden mit der Kiii-vi 



Vni. Abschnitt. 

Äiiwendaiig der Analysis anf die Oeometrie. 

§ 55. Die Sclinittpiiiikte einer Gciailen mit der Knrve. 
Tiiiigente uixl Kornnile. 

Mit den bia jetzt gewonnenen Hilfsmiltelu der 
Analysis lassen sich eine Eeihe auf die Theorie der 
Kurven bezügliche Fragen erledigen. 

1. Ist y = f(x) oder l'(iy) = (l) 
die Gleichung einer ebonen Kurve, so liegt irgend ein 
Punkt P derselben mit der Abscisae x ofleubar ober- 
halb oder unterhalb der Absciasenaxe, Je nachdem 
die zugehörige Ordinate y, die sich aus einer der 
Gleichungen (1) beroohnet, positiv oder negativ ist. 

2. Aus f(x) — oder F(x,0) = O 

ergeben sich die Abscissen dei Solinittp unkte der Kurve 
mit der x-Ase, Toiaiis^e&etzt, diss y direkt ver oder 
nach einem solchen Pnnkt sein Zeichen wechselt. Findet 
dieser "Wechsel nu,ht stitt, su ist die x-Axe Tangente 
an die Kurve. 

3. Die Gerade y = ax -\- ß schneidet die Kurve 
F(xy) = in Punkten, deren Abacisaen sich aus 

F(x,«x + ^) = 
berechnen. 

4. Erklärung. Eine Tangente ist eine Se- 
kante, welche die Kurve in zwei unendlich 
benachbarten Punkten schneidet. 

Nach § 14 ist der Richtungsko effizient der Tan- 
gente angegeben durch 
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124 Aiiwendang der Analysis auf die fieometrie. 



und daher ihre Gleichung dargeatellt durch; 
>? — y = ?'(! — x) bezw. \ 

wo I, j; die laufenden Koordinaten bezeichneii. 
ist dia Kurvengleichung in. Parameterfoi'm 
x = or.(t), y = f(t) 

gegeben, ao ist -^^ ^ ^'(t), ^ ^ V-' (t) und 

^ ^ .^li^. Somit ist für diesen Fall dia Gleichung 
dx ^'(t) ^ 

der Tangente 

(>?-y)T'(t)-(l-^)V'(t)-0. (3) 

5. Erklärung. Normale iafc eine gerade Linie, 
welche im Berührungspunkt auf der Taagente senk- 
recht steht, 

Ihr Rithtungako effizient ist demnach angegeben 

durch — — 7 = — -T—. 
y dy 

Dea Tangentengleichungon (2) und (3) entsprechen 

daher als zngehorigo Gleichungen der Normalen 

(i-r)y' + (!-=■) = 1 

(^-j)5j-(f-^)ä^=o (4) 

h -j)*'(t)+(l -!<)■»'(')= I 

Beispiele. 
1. Kreis. x'4-y' = r° 

2»+2ry=o, y' = — ^■ 
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Die Sclinittpunkte einer Goratlen mit der Kiirve, 125 
G-leicliiing der Tangente ; t/ — j = ^ (g — x)- - oder 

„ „ Normale: i;^ |. 

2. Elliijse. - , H- ^T — 1 = 

Gleichung der Tangente; ";" + "]^ — 1 =0 

„ Normale: ^ — y=-^(f — s). 

g ^6. Itestitmniing' der Asymptoten. 
1. Erklärung, Asymptote ist eine gerade Linie, 
welche sich der Kurve mehr uad mehr nähert, ohne 
je mit ihr zusammeo zutreffen. Dieselbe kann als Tan- 
gente in einem unendlich fernen Kurvenpunkte an- 
gesehen werden, 

Ea sei y = f (x) die Gleichung der gegebenen Kurve, 
so ist nach dem vorigen | die Gleiclmng der Tangente 
im Punkt P(xy) 

^-y = f'(x) (l-x) oder 

^ = |(f'(x) + f(x}-xf'W. 
Nähern sich hierin für x = oo die Ausdrücke f (k) und 
f(x) — xf (x) den Grenzwei-ten A und B, d. h, ist 
lim f'(s) = A, lim (f{x)— xf'(x))-=B, 

so ist ij^A^ + B 

die Gleichung der Asymptote. 
Beispiel, 

Aus — r — T"j" — 1 folgt 
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126 AnweBdung der Änalyais auf die Geometrie. 
, h '>!>- 

][mj' = + ^, Jim (f y - s y') - 0. 

Daher sind die Gleichungen der Asymptoten angegeben 
duruh b 

'; = + -—£■ 

2. Ist die Kurvengleichung in der impliziten Form 
F(xy) — gegeben, wo Feine rationale Funktion von 
X und y darstellt, die vielleicht nicht nach y aufgelöst 
werden kann, so ist die Gerade y = mx -f- n eine 
Asymptote von F, wenn zwei ihrer Schnittpunkte mit 
F ins Unendliche fallen. Dies ist der Fall, wenn in 
der Abacissenschnittpunktsgleichung 

F(x, mx + n) = 
nicht nur der Koeffizient des höchsten Glieds, Bundern 
auch der dea nächsthöchsten Glieds von x verschwindet. 
Für die KiirveF{xy) = x' — sy' — a (x= — y') = 
sei y = mx-]-n Asymptote, dann erhält man m und n, 
indem man in der Abscissenschnittpunktsgleichnng 
F(x,inx + n) = x=a-m')-xna™' + ^-|-2mn) 

— x(n' + 2mn) — an" = 
die Koeffizienten von x^ und x^ gleich Kuli setzt: 

1 — m' = 0, am=+a-f2mn = 0. 
Hieraus folgt 

1) m _ + 1 2) m - - 1 

» ™ - , » - + ., 

daher sind die Linien 

y^x-a i.nd y = -x + a 
Asymptoten der gegebenen Kurve. 



y Google 



Bestinimnng der Asjniptotür 




3. "Wenn in der G-Ieiohuog P{xy) = x oder y ein 
Faktor der Glieder höchsten Grada ist, so hat die 
Kurve eine Asymptote parallel zur y-Äxe oder parallel 
zur s:-Axo. TJm diese zu erhalten, setze man x = c 
beaw. y ^ e und bestimme c so, daas der Koeffizient 
Yon y""^ beaw, x" — ^ verschwindet. 

In obigem Beispiel ist x Faktor der Glieder dritten 
Grads, daher hat dio Kurve eine Asymptote parallel 
zur y-Axe. Diese sei x = c, dann berechnet sich c 
aus der Gleichung 

i'(=,y) = -y'(° + ») + |>"-«''" = o, 

indem mau den Koeffizienten von y', d, h. 

setzt. Die Gerade X:^ — a ist somit Asymptote der 
Kurve. Da mit c ^ — a auch der Koeffizient von y 
in dieser Gleichung verschwindet, so liegen in der 
Geraden x = — a drei Punkte im Unendlichen, d. h. 
dieselbe ist "Wendeasymptote der Kiir%'e. 
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g 57. länge der Tangente, Normale, Snbtangeute, 
Sul) normale. 

Erklärung. Unter der Länge der Tan- 
gente T, bzw. der Normalen N versteht man die 
Entfernung des Berührungspunkts vom Schnittpunkt 
der Tangente, bzw. Normalen von der x-Axe, Suh- 
tangente St und Subnormale Sn sind die Projek- 
tionen jener Strecken auf die x-Ase. 
In Figar 29 ist P C = T = Länge der Tangente, 
PD = N = „ „ Normalen, 

CA = St^ „ „ Subtangente, 

AD =^ Sii=--^ „ ,, Subnormalen. 




Setzt man in der Tan gente a- bzw. Normalen- 
gleichung ^ = 0, so folgt 

und somit als 

Subtangente CA=8c--^ und I 

Subuorm^le AD =Sn==:yj'' J 

Aus den rechtwinklige u Dreiecken AP C und PÄD 
folgt weiter als Länge der 
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Tangente P C = T = f; /l + r, 



(2) 
Normalen PD = N=y yr+ys 

Beispiele. 

1. TPär die ParaLel j'^Spx ist 

'-l/*=y."" 

8t = 2x, S„ = p, T = f2x[p + 2x), N=yp'+y". 
Satz. Die Parabel ist die einzige Kurve, 
deren Subnormale konstant ist. 

2. Für die Exponentialkurve y^ao» folgt 

St = a, 8,1 = ae^, T - a ^1 + e V, N - a eT |/l-Le¥ 
Salz. Die Esponontialkurve ist eine 
Kurve, deren Subtangente konstant ist. 

3. Für die Ellipse ^ + p,- — 1 = ist 
dalici- 

T = -J;(.'-x-)i(.'-e'x-)i, 

N=-^(a'-.'x')i-, 
WO e" =; a' — b' gesetzt ist, 

4. Für die Hyperbel — ^ — . i — 1=0 ergiebt sich 

J n n k e r, Höiiere Analysls. B 
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,=^(,.-.r^.=-^-x(..-..)-i 

somit 

WO e'^=a' + b° gesetzt ist. 

g 58. Steig'eii und Fallen einer Kurve. Maximal- und 
Hin Im aMelle II derselben. 

Erklärung. Wenn für einen Punkt P der 
Kurre f{sy) mit den Koordinaten x und y die Äb- 

dy 
leitung -r- =tgö positiv oder negativ ist oder 

tga 0, so sagt man, die Kurve steige oder falle 
in diesem Punkt, wo a den "Winkel bezeichnet, den die 
Kurventan geilte im Punkt P mit der positiven x-Äxe 
macbt. 

Ist nämlich der Winkel « ^ 90", so ist die trigo- 

nometriscbe Tangente desselben tgn = -ä— ^0, d.h. po- 
sitiv oder negativ. 
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Die Kurve f (Fig. 30) steigt für aEe Punkte der 
Kurvanzweige AB, CD, EF und fällt in allen Punkten 
von BC, DE, FA. In den Punkten ABCDEF, in 
denen der TJebergang vom Steigen zum Fallen oder 



umgekehrt stattfindet, ist a = oder n = — und die 

Kurventangeate parallel zur x-Axe oder parallel zur 
y-A«. 

Den Punkten B, E ; C, P entspricht ein Maximum 
oder Minimum der Funktion f(sy). Man berechnet 
die Koordinaten desselben aus 

f(Ky) = und|^^0. 

Der Punkt D, bzw. A repräsentiert eine Maximal- 
bzw. Minimalstelle hinsicbtlich der y-Axe. Die Koor- 
dinaten dieser Punkte ergeben sich aus 

f{sy) = und ^J = 0. 



g 5a. Konvexität und EonkaTÜSt ilev Kurven. 
Wendepunkte derselben. 

Erklärung. Der Kurveubogen PQ kebrt der 
Äbaoissenaxe die konkave bzw. konvexe Seite zu, 
wenn die Sehne P Q zwischen dem Bogen und der 
x-Axe, bzw. der Bogen zwischen der Sehne und der 
s-Axe liegt. 

Ist E ein Punkt der Kurve zwischen den Punkten 
P und Q, dessen Ordinate E C ist, so kehrt die Kurve 
der s-Aie die konvexe, bzw. konkave Seite zu, je 
nachdem die Difierenz 
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Q 




Setzen wirOA=:x, AC^CB = Ii, so ist 
AP = y = f(s) und 

CE^f(s + h) = f(x)+^l'(s) + |^f"(x) + E 

BQ = £(x + 2h) = f(x)H-|^f'(x) + |^*f"(x) + R,. 
Hieraus folgt 



+ ^.-«+.. 



Damit erhält man 

CE — CD=. — |°£"(_xl + E— ."^ß,. (1) 

Nun sind aber R und Rj liinaichtlich h uneadlich 
leine Grössen dritter Ordnung, und es kann sieti li 
> klein gewählt werden, daas das Zeichen dei lechten 
eite der Gleichung (1), also auch das Zcicten dei 
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Differenz C E — CD nur von dem ersten Glied rechts 
oder von f"(s) abhängt. Die Kurve wird also in einem 
heatimmteu Punkt konvex oder konkav gegen die x-Axe 
sein, je nachdem für diesen Punkt 

f" (s) ^ ist. 

Daljei wurde vorausgesetzt, dass die Kurve ober- 
halb der Abscisaenaxe liogej y also poaitiv ist. Allge- 
mein gilt der 

Satz. Eine Knrve kehrt in einem bestimm- 
ten Punkt der Abscisaenaxe die konvexe oder 
konkave Seite zu, je nachdem das Produkt 

yf"(x)--j^^Oist. 

2. Erklärung. Wendepunkte oder Inflexions- 
punkte sind solche Punkte der Kurve m dinen aie 
von der konvexen Krümnun^ zui konki^en übergeht 
und umgekehrt. Siehe Eig ')2 ind 31 

Hiebei muss y" = f |x) \on p sitnen "fl erten zu 
negativen übergehen und umgekehrt Em solcher 
Zeichenwechsel kann abei oftenb n n n stattfinden, 
wenn f" (x) an der Ueb erging Bat eile durtli Null hin- 
durchgeht. Somit gilt dar 

Satz. Eür jeden Wendepunkt ist 

Diese Gleichung dient zur Berechnung 
der Abscissen der Wendepunkte. 



1. Die Parabel y = ax' hat im Ursprung ei 
Wendepunkt mity = als Tangente. Die Kurve i 
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hält sich in allen Punkten konvex gegen die x-Axe. 
Fig. 17. 

2. Für die Kurve 3. Ordnung 
xy= = aMa-x) 



erhalten 



~y-+.]/:- 



r Bestimmung dei 



Wendepunkte y" = + — I 2 x — ^ I x i - - — 1 j a . 
Die Wendepankte liegen also auf der Geraden 
2x — - = oder X = -j- a. 



3a. 



3a, 



r X > — ist die Kurve konkav, für x < -r- kon- 
t gegen die x-Axe gekrümmt. 
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Fig. 3ä. 



3. Die Kurve y = — jj^jhat drei Wendepunkte 
Fig. (33), die in x = 0, x = + a|^3; x = — ayS liogen. 

g 60. Das Element und das Differential des Bozens. 

Verbindet man zwei benachbarte Punkte einer 
Kurve P und P' mit den Koordinaten x, y und k-|- A^^i 
y+Ayi so ist für iileine Werte von A ^^ und Ay 
der Bogen PP'= As annähernd gleich der Sehne PP'. 
Näh erungs weise kann n 



As 



als Element des Bogens bezeichnet wird. 
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Geht man zur Grenze A'^ = Ay = üljer, 
folgt hieraus als Ausdruck für das Eogendif f er 6 



^-ty^+(f3"^~--r-vw 



t^ 



a,. 

Eezeiclinet man den Winkel, den die Sekante PP' 
mit der x-Axe maclit mit a', ao iat 

. ._Ay . ,„Ay ^r, „'-P--^ 



Beim Xlebergang zur Grenze Ax=^Ay = gelit 
die Sekante in die Tangente im Punkte P und der 




Fig. 29. 
Winkel a' iu den Winkel « über, den die Timgente 
mit der x-Axe macht, Es ist Flg. (29) 



Da a auch der Winke! ist, den die Nor 
■ Ordinate y macht, so ist 



8mß=7jr = 
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rklärung. Siaguläre Punkte sind solche Punkte 
Kurve, für welche gleicliaeitig die beiden Be- 



It 



äi _ 



(1) 



erfüllt sind. 

Zufolge dieser Bedingungen wird für jedea aiu- 
gulären Punkt die Gleichung der Tangoatc illusoriscli. 

Umgekehrt gilt auch der 



Satz. Sieht I 



ef 



= und 



, dl 



= als 



st jede 



Sohnittp 



nkt de 



elb 



lärer Punkt i 



1 f. 



Die Bedingungen (1) werden 
Punkte erfüllt, durch welche zw 
der Kurve hindurchgehen. Der 
solchen Punkts ist der Doppelpunkt. 

Erklärung. Ein zweifache 
Doppelpunkt (Knotenpunkt) ist 



nsbesondere für alle 
oder mehr Zweige 
.nfachste Fall eines 



it oder 




y Google 



138 Anwendung der Analysis auf die Geometrie. 

Kurve, in welchem aich zwei Zweige selbst durch- 
achnoiden. Fig. 34. 

In jedem Doppelpunkt lassen sich zwei verschie- 
dene Tangenten an die Kurve logen. 

Berühren sich diese Zweige in letzterem, so heisst 
der Punkt ein Rüokkehrpun kt. 

Erklärung. Wenn die heidea Zweige eines 
Doppelpunkts in einem Punkt endigen und sich da- 
selbst berühren, so wird ein solcher Punkt als Kiick- 
kehrpunkt bezeichnet. 



Er ist ein Rüc kkehrpuakt oder eine Spitze 
der ersten Art, wenn die beiden Aoate in der Näho 
des Vereinigungspunkta auf entgegengesetzten Seiten 
der gemeinschaftlichen Tangente liegen oder der zwei- 
ten Art, wenn dieselben auf der gleichen Seite dar 
gemeinschaftlichen Tangente liegen. 

Ein Doppelpunkt geht in einem Rückkehrpunkt 
über, wenn die beiden Tangenten des erstereo in eine 
einzige zusammenfallen. 
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Siad die beiden Tangenten dea Doppelpunkts nicht 
reell sondern imaginär konjugiert, so ist ihr Schnitt- 
punkt ein reeller Kurvonpuakt. Da alsdann iu dessen 
Umgebung keine weiteren reellen Paukte der Kurve 
liegen, ao wird ein solcher als isolierter Punkt 
der Kurve bezeichnet. Siehe Fig. 40 und 41. 

Geben drei oder mehr Zweige einer Kurve durch 
denselben Punkt hindurch, so erhält man einen drei- 
fachen oder mehrfachen Punkt der Kurve. 

§ 63, Entwicklung deg analytischen Kennzeichens für 
die Art eines singiilärcn Punkts. 

Die Funktion t(icy), deren partielle Ableitungen 

di 3f öH g'f 8'j ^,^ ^^.^ f f f f 

8s.' dy' 8x" dsdy' dy'^' ' ' ' " ''' '" '" 

f,,, ■ ■ . bezeichnen wollen, stelle gleich Null gesetzt 
eine ebene Kurve dar , die im Punkt P (x y) einen 
aingulären Punkt besitzen soll. 

Sind x-|-ix, y+Ay i^ie Koordinaten eines in der 
Nähe von P liegenden Punktes P' der Kurve, so liefert 
die Entwicklung nach Taylor: 
f(x+Ax,y+Ay)=f(xy) + [A:<f,+Ayy 

+ 2V{As'f„+2AsAyf,,+Ay'f„} 

-F~|Ax'f„.+3Ax'Ayfu, + -.. + Ay'f„,}+... 
Da mta der Annahme gemäss die Punkte P nnd 
P' auf der Kurve liegen, so ist f{xy)=0 und ebenso 
f (s + Ax, y + Ay) = 0, und weil P (x y) ein singu- 
lärer Punkt sein soll, so ist ausserdem noch fj = und 
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Die Kurve f verhält sich also in der Nähe des 
Punktes P wie die f unktioa 

+ -^{Ax=f„. + 3Ax^AjE„, + .. +A> = ^ j+ 

Rückt der Punkt P' Sehr nahe an P hei an, d h 
sind As «ad Ay sehr kleine Grossen ao kiunen hier q 
die höheren PoteaKen von At, A^ den niedrigsten 
gegenüber Ternaolilässigt werden. Das Veihilten der 
Kurve f in der näehstea Umgebung des Punktes P ist 
alsdann charakterisiert durch die Gleichung 

Ax'f„+2AsAyf„+Ay i ,=0 (l) 
woraus wir beim Grenzübergang ^x^i\j = und nach 
Division mit ^s' erhalten 

fn+sf^y'+f.^y'^o. (2) 

Hier'Uh eigeben sich für j~ = y' ^""i verschie- 
dene "WLite 1 . , 

) -f^jf.o + Vf, '-f„CJ> (3) 

d h \om Punkte P au«* sind aut der Kurve zwei Fort- 
schreitunn'sriohtun la f dei ?wej Tangenten möglich, 
deien Üichtingskonst inten duich die beiden Werte (3) 
ausgedruckt sind Ein solcbei Punkt heisst ein Dop- 

Satz. Die Tangenten eines Doppelpunkts sind 
reell und getrennt, zusammenfallend, ima- 
ginär konjugiert, d. h. der Doppelpunkt ist ein 
wirklicher Doppelpunkt, ein Eüok kehr punkt, 
ein isolierter Punkt, je naohtlem der Ausdruck 
(Diacriminante) 
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Die siiigulareii Punkte e 



A=f,.f., — f,/^0 ist. 
Verseil winden für die Koordinaten x und y auch 
die Ableitungen f,j, f^^, f^^, niclit aber die höheren 
f„„ fi,„ . . ., so ist der Punkt P ein dreifacher 
Punkt der Kurve, dessen Tangentenrichtungen als 
Wurzeln der Gleichung 

zu ermitteln sind u. s. w. 




irkliche Doppelpunkte. 

1. Da,3 Folium von Descartea Fig. 7, dessen öleichung 

x' + y^— 3pxy = 
ist, besitzt im Ursprung einen reellen Doppelpunkt mit 
x=:0 und y=0 als Tangenten. 

2. Die Lemnisoate von Bernonilli Fig. (8) 
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hat ebenfalls im Ursprung einen Doppelpunkt mit 

i; ^^ + I als Tangenten. 

3. Die Kurve 4. Ordnung, Fig. 36, 

s'-aay^-Sa'y'-Sa^x' + i.'^O 

hat drei Doppelpunkte, die in__j-., ^__a , ^__ ,„ 

liegen und denen die Tangentenpaare angehören 
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b) Rückkehrpunkte. 

4. Die Neil'aohe Parabel, Fig. ^7 

besitzt im Ilraprting einen Rückkohrpuiikt (1. Art) mit 
y T^ als Eückkelirtangente. 

5. Die Cissoide y'(2a— x) — x' = 

hat ebenfalls im Ursprung einen Rückkehrpunkt [1. Art) 
mit y=0 ab Eüokkehrtangente. Fig. 38. 

6. Die Kurve, Fig. 39, 

y^2x' + xa 
besitzt im Uraprang einen Rüokkehrpunkt (ü. Art) mit 
}' = als Rückkehrtangente. 
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7. Die Kurven 

.•x- + b'j'-x- = 0, a-x" + b-j--(i' + ,T=0. 
Fig. 40 und 41 besitzen im TlrBprnng isolierte Punkte, 
Die letztere ist als Fuaspunktskurve der Ellipse belcannt. 
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% 63. Das Problem fler Berülirung ebener Kurven. 

Es seieu y = f(x) uiidy = y(x) 
die Gleichungen zweier ebenen Kiirvea f und f, die 
den. Punkt P gemeinschaftlich haben und sich in dem- 
aelben entweder schneiden oder berühren. 

Erklärung. Man aagt, die Kurven berühren 
sich im Punkt P, wenn sie in demselben gleiche Neig- 
ung gegen die x-Äxe oder eine gemeinschaftliche Tan- 
gente besitzen. Andernfalls durchschneiden sie sich nur. 

Um die Äbscisse dieser gemeinschaftliehen Tan- 
gente KU erhalten, setze man 

(« = ?.«. (1) 

Die Wurzeln dieser Gleichung geben die Abacissen aller 
gemeinsamen Punkte der Kurven f und q> an. Lässt 
man in Fig. 43 OA — x in x + h übergehen, so werden 
sich die beiden Kurven im Punkt P um ao inniger 
aneinauder schmiegen, je kleiner das Stuck B C der 
Ordinate DB zwischen i und q, ist. Nach dem Tay- 
lor'schen Satze ist; 




J iin ke I', Höhere 
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DB = i + h = f(x + h) = t(x) + Af(x) + |'f(x) + ... 

und ■_ (2) 

DC = j+h=,,(x + l,)=yH + |»'W + |J9"W + ... 

Setzt man die Differenz 

so ist, da nach der Voraussetzung i(s.)=^'f{K) ist 
A=j{f(x)-/(x)}+''{f (x)-j'(m}+ (3) 
A eine nnendlich kleine Grosse eister Ordnun^, 

Solange f ' (x) und tp' (x) % eracliioilen sinrl, duicli 
Bcbneiden sich die Kurven nur im Paukte P "ft enn 
aber neben der Gleichung {1} noch die folgende eiluUt 
i.l f(x) = 5p'(x), (4) 

80 geht A über in 

eine unendlich kleine Grösse zweiter Ordnung. Die 
Karren haben in P zwei unendlich benachbarte Punkte 
oder eine Taagente gemeinschaftlich. Sie berühren sich 
in demselben und mau sagt, es linde eine Berührung 
erster Ordnung statt. 

Ist für den Punkt P neben den Gleichungen ([) 
und (4) noch die weitere erfüllt : 

f"(x)-?"{x) = 0, (5) 

80 gehen die Kui-ven im Punkte P durch, drei benach- 
barte Punkte; sie gehen in diesem Fall eine Berührung 
zweiter Ordnung oder eine Osculation ein und 

A=-3^{f"'(x)-y"'(x))+... 
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eine unendlich kleine Grösse dritter Ordnung u. s. w. 
In diesem Sinn spricht man von Berührungen ver- 
schiedener Ordnung. 

Satz. Zwei Kurvenfiindygehen in einem 
Punkt P mit den Koordinaten x und y eine 
Berührungkti^f Ordnung ein, wenn die Gl ei ch- 
ungen erfüllt sind: 

f (x) - V f^) = ) 

(6) 

f\k)(K)— tp(li)(s)=0 ) 

Die in dem System (6) eathaltenen Gleichungen 
dienen zur Bestimmung gewisser in f und tp auftreten- 
den Konstanten, So kann die Gerade ax-|-by + l — 
nur eine Berührung von der ersten, der Kreia (x — a}" 
-|- ^y — b)° — r' ^^ nur eiae Berührung von der 
zweiten Ordnung eingehen, da die Gerade, bzw. der 
Kreia nur von zwei bzw. drei Konstanten abhängt. 
Der Kegelschnitt 

f^ 8x' + bxy + cy' + ds + ey + l -0 
kann mit einer höheren Kurve y eine Berührung erster, 
zweiter, dritter nnd Iiöchstena vierter Orduung ein- 
gehen, da dessen Gleichung fünf unabhängige Kon- 
stanten a b c d e enthält. 

Die parabolischen Kurven 

y = a,x + a,x' + ... + an,x™ 
y^A,x + Ä,x'+... + Anx- 
schneiden sich in mn Punkten, von denen einer im Ur- 
sprung liegt. Die Kurven gehen in demselben eine 
Berühning i^^' Ordnung, wenn 
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* (0). 
f (0) . 



(0) 
,'(0) 



fli)(0) = 9li!(0) „ ai = Ai ist. 

§ 64. Der Krümmun^skrcis. 

1. Bekanntlich geht die Tangente dureh zwei un- 
endlich benachbarte Punkte einer Kurve hindurch. Ihre 

Gleichung ist abhängig ^ 

Aufschlug s über die Richtung giebt, welche die Kurve 

nimmt. Um nähere Auskunft über die Krümmungs- 



Verhältnisse deraelb( 



erhalten, konstruiere man i 




jedem Punkt einen Kieis, dci duicb diei btu'u.bbarte 
Kurvenpuukte hindu!;,hi^ebt und dessen Gleichung des- 
halb nebfin j' auch Boi,h -von j" abhangig ist 

Erklärung ITntei dem Krummungakreia 
verateht man einen Kreis, der durch drei unendlich 
benachbarte Kurvenpunkte hindurchgeht. Der Radius 
desselbea heisst entsprechend Krümmungsradius. 
Fig. 44. 

Wie schon im vorigen § erwähnt wurde, geht der- 
selbe mit der Kurve eine Berührung zweiter Ordnung 
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oder eine Osculation eia und heisst deshalb auch Os- 
culationskreis der Kurve. 

Je grösser der Itadius p dieses Kreises für einen 
gewissen Kurreapunltt ist, desto kleiner ist die Kriim- 
mung der Kurve in diesem Punkt und umgekehrt. 

Man nennt deshalb — - das Krümmungsinasa. 

Erklärung. Unter dem Krummungsmass in 
einem bestimmten Kurv enp unkt versteht man dea rezi- 
proken Wert des Krümmungsradius für diesen 
Punkt. 

Erklärung. Der Mittelpuukt K des Krümmuugs- 
kreises heisst Krümmungsmittolpunkt. 

2. Der Krümmuagsmittelpankt, dessen Koor- 
dinaten wir mit i*/ bezeichnen wollen, wird am ein- 
faclistea als Sohaittpunkt zweier konsekutiver Kiirven- 
aormalen erhalten, 

Ist f - X + y' ()? - y) = (1) 

die Gleichung der Normale im Punkte P (xy), wo ^i; 
als Koordinaten des Krümmungsmittelpunkts K als kon- 
stant angesehen werden können, so erhält man hieraus 
durch Differentiation aaoh k 

- 1 + y" (1 - y) - y" = »■ P) 

Aus (1) und (2) ergebea sieh ais Koordinaten dea 
Krümmung 5 raittelpunkts K 

i = y+ j.(i + y) J 

Nach der Fig. 45 ist weiter 
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Flg. 15. 

woraus sich mit Hilfe der GIeicLuDgf;n(3)alsKriimmung^- 
^adiu8 ergiebt ^ _ .i_^ ^y-sU, ^4^ 

3. Sind andererseits a und a^ die "Winkel, welche 
zwei konsekutive Tangenten mit der x-Axo machen, so 
Bchliessen die beiden zugehörigen Normalen, den Winkel 
o^ — a oder d n {Kontin gen swinkel) ein. 
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Erklärung. Der Konüngenawinltol ist (3er Winkel, 
iIoQ zwei koiiaekative Kurvennormalen einsohl i essen; er 
ist gleich dem Differential d a des Winkola , den die 
Tangente mit der s-Axo macht. 

Dies voriiusgesotzt ist 

(I (i « ^ d s oder 

ds , 1 da 
o — -T- and — = T-. (3) 

Satü. Das Krüramungsmass ist gleich 
dem Quotienten aus Kont ingenswiukei und 
Bogendifferential. 

Kun ist bekanntlich tgß = y', also 
a = arc tg y' daher auch 
d«^ y" 
dx 1 + y"' 



Da ferner 



■j— =|'l + y'' ist; so ergiebt sich hi« 



4. Da der Krümmungskreis durch drei unendlich 
henachharte Kurvenpunkte geht, so müssen nach § 63 
nicht nur die Koordinaten x y des Berührungspunktes 
sondern auch die beiden ersten Differentialquotie»ten 
y' und y" für diesen Punkt von Kreis und Kurve über- 
einstimmen. 

Ist daher (| — x)'+(ij — y)» = e' 
der Krümmungskreis der Kurve y ^ f (x) im Punkte 
P(xj), so ergeben sich hieraus durch zweimalige Ab- 
leitung nach X die Gleichungen 

i—x+{n—y)r'=o 

l-(«!-s)y" + y" = 0, 
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aus denen sich sowohl die Koordinaten dea Kriim- 
Utungstnittelpunkts wie der Badius $ des Krümmuogs- 
kreises bereclinen. Man erhält wie oben 

«-x-f {! + ,-■) I 
l-y + y,7(l + J'") 1 (6) 

y" } 

Mit Zuliilfenalime dea Ausdrutlta für die JMurmale 
N in § 57 Nr. (2) lassen sich die Formeln (6) auch 

_ 1 N^ I 

5. Für die implizite Form f (x y) = der Kurven- 
gleichvtng erhält man 

y"=--j-.-(f,'f„-2t,i;f„+t,-f„) 

j„x-Af„ ,_j._Af„ (. = A|'1,T+17. (8) 
Bemerkung. In den Ausdrücken für y ist in 

allen Fällen das "Wurzelzeichen so zu wählen j dass q 

positiv wird. 

Zusatz. Die Ausdrücke für p lassen erkennen, 

daas e = OD wird, wenn y" = ist, d. h. in den "Wende- 
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piiokten von f und dasB q sein Zeichen wecliselt, wenn 
y" das Zeichen wechselt. 
Beispiele. 

1. Für die Parabel y' = 2px erhält man mit Zu- 
hilfenahme der in § 57 gefundenen Werte für y' und 

N y" = — --,"°d hieraus nach einiger Umformung für 

den Krümmungamittelpunkt die Koordinaten 

I = 3x-Lp, V = -^^i (9) 

und den Eadius _ N^ 

wi) N die Normale des Kurvenpiinkta P(xy) heztiii;hnet. 

2. Für die Ellipse ^ + -^7 — 1 = ergieht alch 
im Auschluss an § 57 

y"^= — ab(a'^x') Y uad als Elemente des Kriim- 
mnngsmittelpunkts 

l=%,—°y.e^-^.w..o (10) 

e' = a^ — h' gBaetat ist. Desgleichen erhält man 

3. für die Hyperbel \ — ^,- — 1=0. 

(12) s-^°'i'.',=^'^-.i=~''^s: 

wo e*^=a'-["h° gesetzt ist. 

Aus diesen Beispielen ergiebt sich der 
Satz. Der Krümmungsradius der Kegel- 
schnitte ist proportional der dritte nPotenz 
der Normalen N. 
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Durch diesen Satz lässt sich q einfach geometrisch 
k OD atr liieren. 

§ 6ö. Evolute und Evolvente. 
1) Erklärung. Die Evolute g> (§ ^) einer 
Kurve f (x y) ist der geometrische Ort des Kriimmungs- 
mittel Punktes oder auch der Ort des Schnittpunkts 
zvreier konsekutiver Kurvennormalen. Eine solche hat 
also mit der Evolute awei uuendJich henachbarte Punkte 
gemein; somit gut der 




Satz. 



Jede 



Tangente an die Evolute. 

Erklärung. Die gegebene Kurve f(xy) heisst 
auch Evolvente. 

Man erhält die Gleicliung der Evolute durch Eli- 






i den Gleichui 
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Evolute und Evolvente. 



2) Ist umgekehrt y (? ij) = als Gleichung einer 
Evolute gegeben, so ergiebt sich diejenige der zuge- 
hörigen Evolvente durch Elimination von i ij oua 

und den beiden letzten Gleichungen (1), Man erhält 
ala ^ ij-Eliminat 

»■{i- jl(l+j"), s+y}l^ + r')} = 0. (2) 

Dies ist die Differentialgleichung der zu 
f {i n) a's Evolute gehörigen Evolvente. 

3) Wenn man einen um eine Evolute geacbliingenen 
Faden straff gespannt abrollt, so beschveiht der End- 
punkt des Fadens eine Evolvente f(xy). Da man 
diese Abwicklung beginnen kann , i 
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leuchtet ein, daaa zu einer gegebenen Evolute uni 
lieh viele Evolventen gehören, die übrigens alle 
ander gleich sind. Tig, 48. 



les vorigeil § ergiebt sich 
1. für die Parabel y' = 2px aus (9) 

und hieraus durch Elimination von x und y als Glei- 
chung der Evolute 




die eino Neil'ache Parabel darstellt, Fig. 49, ilerei 
Spitze in S = p, ^ ^0 liegt. 

2. Für die Ellipse ^ + ^—1^0 folgt aus (10 
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and hieraus nacli Elimination von x imd y als Gleichung 
der Evolute 




Flg. 50. 

Diese Kurve führt den Uamen „Asteroide" und 
repräsentiert eine Kurve G. Ordaung mit vier Spitzen. 
Fig. 50. 

3. Eiir die Hyperhel -^ - ^-- — 1 =: 
ergiebt sich ebenso aus den Gleichungen (11) in § 64 
a' b' 
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und hieraus nach Eliminatioi 
der Hyperlielerolute 



s und y ala Gleichung 



welche i 



^ = + a 



= Spitze 



lieaitsit. 



§ 66. Annendniig von Polarkoordlimleii. 

Aa Stelle der rechtwinkligen Koordinaten x, y 
einea Punkts P kann man auch die Polarkoordi- 
nateu r und ip einführeo, die mit den ersteren nach 
Fig. 51 durch die Gleichungen verhunden sind 

X =-- r cos •p, y = r sin cp. (1) 




r k 1 ä r u n g. Man bezeichnet die feste Gerade 
i A X e und als Pol des Polarko ordinale n- 
)ie Entfernung des Kurve npunkts P vom 
Polo heisat Radiusvektor und der Winkel <f, den 
dieselbe mit der x-Ase macht, die Amplitude des- 

Die Gleichung irgend einer Kurve in rechtwink- 
ligen Koordinaten geht mit Hilfe der Gleichungen (1) 
in eine solche zwischen den PoIarkoordJnaten über. Er- 
hält man auf diese Weise die Kurvengleichung 
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!59 



r=^f(^) oderF(r,5,) = 

und ist t der Winkel, den die Kurven tangente mit der 

Äxe X macht, so iat mit Zuhilfenahme der Glei- 

cliungen (1) 

dy tlrsinm+rcosfficln) , 

tgi^= T- = 3 ■ — ^-j- oder 

° d X d r cos y — r sm y d y 

^ r' — rtgy '^ ■' 

Eine einfachere Formel ergiebt sich, wenn man 
den \Yiiikel ^ = t — <f einführt, den der Radiusvektor 
mit der Tangente macht, dann folgt aus (2) 



" 1 + tgrtgcp 



= tg(.- 



gl? oder 



tg* = tg(^-5,)=--, (3) 

Satz. Im Polarkoordinatensystem ist die 
Richtung der Knrventangente im Punkt P 
bestimmt durch eine der Gleii^hungen (2) 
oder (3). 
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2. Erklärung. Ist PA die Kurvennormalc und 
errichtet man in auf OP ein Lot, welches die Tan- 
gente in B und die Normale in Ä schneidet, dann 
heis3tPB = T die Polart angen t e, PA = N die 
Polarnormale; OB = St die Polaraubtangen te 
und 0A=8n die Polarauhnormale. 

Eine eiafache BetrachfuQg der Dreiecke OPA und 
OBP führt zu dem 

8at/. In Polarkoordinaton gölten die 
Beziehungen: 

Polartangente PB== T= ^ Vr + r''^ 



(4) 



Polar normale PA = N = l'i^M^' 
Subtaugente 0B^8t=^rtgff = ^ | 
Subnorraale A = Sü = rcot* = r' ] 
3. Für r ^ f (y)^ 00 ergeben sich eine Anzahl Am- 
plituden y, 5)j . . ., die den unendlich fernen Punkten 
der Kurve entaprethen, Dia Tangenten in diesen 
P nkte l'e Asymptoten sind alsdann bestimmt, wenn 



le 


h ntfei-nung 


d 


derselben von Pol 


kennt. 


Setzt ma 


n d' = r ain 


^, 


dann bestimmt sieh : 


für jede 


d.r Ol en 


gefundenen 


Ar 


nplituden a, w,f ... de 


T EUge- 


hör ge ■» ort von d . 


.US 








d = limd' = 


lim 


">»« i°, ,.+>..■ 




Satz 


. Die Ei 


cht 


.ungen w, <p. ■ ■ . nac 


■.h den 


unendl 


ich ferne 


n Punkten dor Kar 


ye er- 


g.b.n 


sich aus 


r = 


= f(q.)r = « und die 


zuge- 
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4. Aus da° = dx'-|-'äy* folgt für Polarkoordiaaten 

ds' = di''-l-r'dy' = (r' + r")dg)' oder 

d8 = + i/^M^^'ig' (5) 

ain,= iÄ^^i?y^ 0081 = =^^^=^^^ 

5. Aus e = 3— ) tg{r — 5))== 7 folgt 

I — 91 = arc tg -7 und hieraus 
dl — dg' = ^:7-j — 77- cl qp und 



..■_„» + p^ 



P-+P' 



i'- + '")l 



N= 



^-,xir2?-.zf?^-.^ -2r.--„- («) 
Satz. In Polarkoordinaten ist der Krüm- 
mungsradius durch die Gleichung (6) aus- 
gedrückt. 

Junker, Büiieie Analyela , II 
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% 67. Beispiele für Folarkoordiniiten. 

Sehr geeignet zur EehandlTiBg in Polarkoordinaten 
aind die Spiralen. 

1. Die Spirale des Archimedes hat die Glei- 

Pür sie erhalten wir tg^^ — = ij;, St^ay*, 

Satü. Für die Spirale des Archimedes ist 
die Subnormale konstant. 

Diircli diese Eigenschaft ist eine einfache Kon- 
struktion der Tangente angezeigt. 



Flg. H, 

2. Die hyporbolisohe Spirale, Fig. 54, hat die 
Gleichung r }> = a, 

wo a eine gegebene Strecke he^^eiolmet 

Für qi^^O ist r^^oo. Der Eidius nimmt dh, 
wenn g> wächst. Die Kurve macht also unendlich Mck 
Windungen um den Pol 0, ohne ihn je zu erreichen 
Man nennt einen derartigen Punkt einen as^mpto 
tischen. 

Die Ordinate AP^rsia;; hat deu Weit 
~~;„ — „!?^ 
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dec für ip^^O gleich a, wird. Somit ist die Parallele 
zur Polaxe im Abstand a Asymptote an die Kurve. 
Man erliält ferner 



tg^= 



-f! •- 



Satz. Die Subtangente der hyperbolischen 
Spirale ist konstant, wodurch eine einfache 
Konstruktion der Tangente gegeben ist. 

3. Die logarithmische Spirale, Fig. 55, hat 
die Gleichung r^ae'i?'. 

Dieselbe hat sowohl ta der Richtung zum Pol wie 
auch nach aussen unendlich viele Windungen. Für sie 
ist also der Pol wie auch der unendlich ferne Punkt, 
dem sie zustrebt, ein asymptotischer Punkt. Man 
erhält 




T = ^-yr+k', N = rl/l + k'. 
is folgt N = k T. 
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Satz. Für die logarithmiaclie Spirale ist 
der \Vinkel zwischen Tangente und Hadius- 
rektor konstant und ist die Normale das 
k-faohe der Tangente. 

§ ß8, EinhiUleiide Kurven. 

1) Enthält die Kurven gleichung f(Ky^) = (1) 
einen willkürlichen Parameter X, so entspricht jedem 
Wert,?i deaselhen eine bestimmte Kurve f(xy^i)=0. 
Den verschiedenen "WerteE, welche man der Zahl ^ hei- 
lögen kann , eutsprechen eboaao viele ebene Kurven, 
die zusamniea das hilden, was man eine Kurven- 
schaar nennt. 

Erklärung. Die Gleichung f(xy^) = stellt 
bei veränderlichen X eine einfach unendliche Schaar 
von ebeuen Kurven dar. 

Legt man dem Parameter X den Wert .i+A-^ 
bei, so erhält man eine zweite Kurve 

l(ij, i + A-l) = 0, ^ (2) 

welche die erste in den Punkten pp'p",., schneiden möge. 

Die Koordinaten dieser Punkte miiaaen die beiden 
Gleichungen (1) und (2) befriedigen und somit auch die 

Nähert sich nun hierin A^ <ler Grenze 0, so wer- 
den auch die Punkte p p' p" .. . eine bestimmte Grenz- 
lage PP'P"... annehmen, deren Koordinaten offenbar 
nicht nur der Gleichung (1) sondern auch der folgenden 
genügen müssen Bi(sy.t) _ 

dx ~^' ^' 

in welche (3) für A -* = übergeht. . 

Auf jeder Kurve des Systems (1) liegen derartige 
Punkte PP'P" . . ., deren Koordinaten sich durch Ee- 
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rechnnog von x und y aus (1) und (4) ermitteln lassen. 
Der geometrische Ort aller dioaer Punkte ist eine neue 
Kurve, die man durch Elimination von A aus (1) und 
(4) erhält. Mau nennt die Kurve die „Einhüllende" 
(Enveloppe) der Kurven (1) und diese seibat die „Ein- 
gehüllten". 

Erklärung. Der durch die beiden Gleichungen 

WO .i nur willkürlicher Parameter ist, bestimmte geo- 
metrische Ort, heisst die Einhüllende der Kurven- 
achaar (1). 

2. Um eine bestimmte Kurve aus dem System (1) 
herauszunehmen , kann man X ala konstant betra:,hfen, 
dann berechnet sich der ßichtungskoeffizient det Tan- 
gente in einem bestimmten Punkt derselben aus 

Süll auoh der Richtung 9k oeffizient in einem be- 
stimmten Punkt der Einhüllenden gefunden werden, so 
kann man auch die {jleichung (1) als Gleichung der 
letzteren ansehen unter der Annahme, dasa ^. nicht kon- 
stant, sondern eine Funktion von x und y ist. Dies 
vorausgesetzt ergieht sich durch Dißerentiation : 

Da nun aber nach (4) das letzte Glied dieaer 
Gleiohung seibat verschwindet, so sieht man, dass wenn 
P (s y) ein Schnittpunkt der Eingehüllten mit der Ein- 
hüllenden ist, gilt der 

Satz. JedeKurve des Systems (1) berührt 
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die Einhüllende in allen Punkten, in d 
sie dieselbe trifft. 
Beiapielo. 
1. "Welches ist die Einhüllende einer Gerade 
von den Koordinatennxen ilie Stücke Ä und /t voi 
stanter Summe Jl-{-fi = & abschneidet? 




Fig. es. 
Man erhält ah Gleichung der Geraden schar 
i + -j^_j-.lo,leri(a-A) + ^,_^,+ ;i-_0 
und durch partielle Ableitung nach A, hieraus: 

Durch Elimination von -^ aus beiden Gleichungen 
ergiebt sich als Gleichnng der Einhüllenden 
(x + y— a)' — 4sy=0, 
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die eine Parabel darstellt , die sich in inveraer Lage 
§ 5 beiiadet. 

2. Kia rechter Winkel bewegt sich so , dass sein 
Scheitel beständig auf der y-Axe weitorgleitet und ein 
Schenkel durch einen festen Punkt (a, o) auf der x-Axe 
geht. Welches ist die Einhüllende des andern Sehenkels? 

Schneidet der durch (a, 0) «ehende Schenkel des 
rechten Winkels die y-Axe im Punkt (0, ^) so lat die 
G-leichnng der Linienschaar (Gleiohunj, dis mit in 
Schenkels) angegeben durch 

ax — ^y + ,l' = 0. 

Durch partielle Ableitung nach ^ folgt hieraus 

— y+2-i-O 

und durch Elimination von ^ aus beiden Gleichnngen 

als Gleichung der Umhiillungslinie 

y* — 4 ax^ = 0- 

Dieselbe ist somit eine Parabel mit dem Parameter 2 a, 

welche die y-Ase in x = berührt. 

3. Welches ist die Umliüllnngslinie aller Ellipsen, 
für welche die Summe der Halbaxen konstant = a ist? 

Man findet als Gleichung der Ellipsenschaar 
{a - ^)'x° + X's' - -**{a - -i)' - 
und hieraus durch partielle Ableitung nach X und Di- 
vision mit 2 

(-i - a)x= + Ay' +H2Z- a) (a - ^) = 0. 
Die Elimination von ^ aus beiden Gleichungen 
liefert als Gleichung der Einhüllenden 

IAA 

X8 +y3 = as. 

Dieselbe ist eine Kurve 6. Ordnung mit vier Spitzen, 

welche die in Fig. 57 angegebene Gestsilt liat und als 

Asteroide bezeichnet wird. 
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AiiwciiiluE^ (Icf DiffereiitialrecliuHiig: zur 
Quadratnr der Kurven. 

Ea «ei j = l(,x) eine Funktion von s, welche ioner- 
halb des (TPbieta "v ^ x bis x ^^ a endlich und stetig 
ist, dann zeigt iu:,h d e durch y ^= f (x) dargestellio 
Kurv3 Bwiijohen dei Punkten P und Q mit den 
Absc iisen x und ■^ emen etetigfn Verlauf. 

Der Inhalt dei von dtn Oiiünaten PA und QB, 
der Ah'iaBsenaxe und dem Kurvenbogen PQ begrenzten 
Pläche sei TJ XTm dieselbe nah emnga weise zu berech- 
nen, teile man wie m § 11 die Strecke AB = OB 
— OÄ = a . — X in n gleiche Teile von der Länge ^x 
und errichte in den Teüpunkt«n die zugehörigen Or- 
dinalen f(x + Ax), f (x + 2Ai), . . ., f {x + nAx), wo 
^ ~\~ nAx ^ a ist, dann wird die Fläche U in n Streifen 
zerlegt, die näherungs weise als Kechtecke von der 
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Breite As und den Langeu f(x), f(s + Ax), . . ., 
f(s -|- [n — 1] Aj:) oder als solche von der gleichen. 
Breite A^ und den Langen f(x + A^), iCx + 2 A s), 
. . ., f(x -\- n As) angesehen werden können. Beaeictnet 
man die Summe der erateren mit Un, die der letztem 
mit Ua'i so ist 




Flg. 59. 

r„ ^{{s)As + f(x+ Ax)Ax + ... 

+ f(x+[n-l]Ax)Ax, 
Un'-f(x+ A>:)Ax+f(x + 2Ax)Ax+... (1) 

+ f(x + nAx)Ax. 
Jedes Glied dieser Summen wird für n = oo unendlich 
klein und stellt alsdann einen unendlich kleinen Streifen 
der Fläche 17 dar, den mau als Plächenelement he- 
ze lehnet. 

Ein Blick auf die Figur zeigt, dasa der Wert von U 
zwischen dem von TJn und Un' liegt. Es ist daher 

r. < u< u„' (2) 
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Mit Berücksichtigung der Bedingung s + bA^ = a er- 
lialten wir durch Subtraktion der Gleichungen (1) 

TT„'-r„-Ax{f[a)-f[x)}. (3) 

Lässt man hierin n immer grösser und damit Ax immer 

kleiner werden, so nähert sich die rechte Seite dieser 

Gleichung mehr und mehr der Grenze Null, d. h. es ist 

lim CUn' — U„) = oder 

lim U« ---■ lim Tn' (4) 

Dies( Gliidiung kann aber neben den Bedingungen (2) 
offenbar nur bestehen, wenn 

hm TTn =. U = lim Un' (5) 

ist. Es pilt somit der 

Satz. Jede der Summen Un oder 11^' nähert 
sich bei unendlich wachsendem n dem Grenz- 
wert TT, der geometrisch den Inhalt der Fläche 
PÄBQ darstellt. 

Entwickelt man nach dem Satz von Taylor § 43 
in einer der Summen (1) z. B, in Un jeden der Sum- 
manden f(x + kAs), k = 0, 1, 2, .. ., n— 1, nach 
Potenzen von k^n und fasst die Koeffizienten gleich 
hoher Potenzen von Ax zusammen, so geht Un über in 

Un = A=<{nfW + ^-S.f'(x)+^^\s,f"(x) + ...} (6) 

WO Sil = !•= + ai" + 31= + . . . + ni" die Summe der kte" 
Potenzen der n ersten Zahlen bezeichnet. Setzt man 

hierin an Stelle von Ax den Quotienten , so 

nimmt TTn die Gestalt an : 
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Qnadi'atuv der Cui've 
n. lim TJn übergeht, \ 



der Quotienten - 



. deren Gronsswerto einsetzt. 



Letztere Bind aber iiacli § 8, b gleich -„-, -^-, . . . 

Somit ist der Inhalt der Fläche U = rABQ dar- 
gestellt durch den Ausdruck 

II=limU.=(.-x)fM+'-i^fW+'^!^f"(i)+..,(8) 
der eine nach Potenzen von a — x fortschreitende 
konvergente Potenareihe repräsentiert, deren Summe 
lim TJn ^^ lim Un' ^= TT ist. Somit gilt der 

Satz. Ist y = f(s) die Gfieichung einer zwi- 
schen den Punkten P und Q mit den Äbsoisaen 
X und a stetig verlaufenden Kurve, so lässt sich 
der Flächeninhalt TJ durch eine nach Potenzen 
von a ^ — X fortschreitende konvergente Potena- 
reihe darstellen, deren Koeffizienten durch 
Ableitung von f{x) erhalten wer,den. 

Ist X — 0, d. h. liegt der Punkt P auf der y-Äxe, 
30 ist der Inhalt U des Flächenstücks PO BQ, Pig.59, 
t durch 
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U = af (0) + 2! f (0> + ai ^"fO) + ■ ■ ■ fÖ) 
Beispiele. 
1. Um das Flächenstüuk zu bereclinen, ÜAs vdh de; 
Parabel y = p x" der x-Axe und der Ordinate Q B de; 
Pimkta Q mit der Äbsciase a eiugeschlossen wird, er 
hält man 

f (0) = f (0) =- . . . = fC ~ 1) (0) = 0, f("' (0) = p n !, 
daher ist nacli Pormol (9) 

a" + 1 a" + i 




2. Xur Beretihnung der Elüjjlie U der SInualinie 
y = ain X in § 11, Pig. 19, erhält man 
f(x) = siiix,f'(x)^C03x,f"(s) = — sinx, f"'[x) = — <:03X, 
etc. und dalier nach Pormel (9) 



Siehe § 46. 



- + ... = 1- 
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Anmerkung, Ist die Gleichung der Kurve in 
Polarkoordinaten gegeben r^=f(f), so ist der Flächen- 
inlialt TJ, der von den Radien Vektoren P und Q 
mit den Amplituden tp und a und dem Kurvenbogen 
PQ eingeaclilosaen iät Mg. (60), dargestellt durch die 

ileiheU:.^! |(„_,)f. + .,l- („_,). 1^ 

+ sr ^' d<p"^-' '/ 
die in ähnlicher Weise herzuleiten ist, wie die Reihe (8). 
Beispiele. 

1. Für die archimedische Spirale ist T = a.rf, daher 
r' zn: a' SS* = P, und somit der Flächeninhalt zwischen 
den Amplituden q, und o 

2. Für die hyperholische Spirale g 67 ist r^ = a. 



= aVa- y) r ^ _ (g-y) (« - y)' _ («_- Jp)^ , 
2y l q) ^' y" 
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174 Anwendung der Differentialrechnung auf die Mechanik. 

3. Für die log. Spirale § 67 ist 

r^aeliV, r^ ^zT^ a=e2t¥^ somit 



IX. Abschnitt. 

Anwendung 4ler Differentialrechnung auf die 

Xeehanik. 



§ 70, Geradlinige Bewegung eines Punkts. 

Die Bewegung eines Punkts in einer geraden Linie 
kann gleichförmig oder ungleichförmig sein. 

Erklärung. Eine Bewegung heisat gleich- 
form ig, wenn in beliebigen gleichen Zeiten gleiche 
Wege zurückgelegt werden. 

Erklärung. Unter der Geschwindigkeit der 
gleichförmigen Bewegung verstekt man den Weg, den 
ein Körper in der Zeiteinheit zurücklegt. 

Bezeichnen wir diese mit v, so legt derselbe in t 

Sekunden den Weg 

s = T t (1) 

zurück. 

Erklärung. Eine Bewegung heisst ungleich- 
förmig, wenn nicht in beliebigen gleichen Zeiten 
gleiche Wege zurückgelegt werden. 

Eine solche Bewegung lässt sich durch die Gleichung 
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. = t(i), 

in welcher der zurückgelegte Weg in Fuiiktion fler 
Zeit ausgedrückt wird, 

Giebt dieselbe für die Zeit t + A^ den Abstand 
3+A9 = f{t + At) 
an, so ist der in der Zeit A* zurückgelegte Weg 
As = f(t + At)-f(t). (2) 

Stellt man sich nun vor, die Geschwindigkeit des 
Punkts auf dem Weg As während des Zeitteils At 
sei konstant, so bezeichnet man den Ausdruck 

als mittlere Geschwindigkeit während des Zeit- 
teils At. 

Die Bewegung während desselben ist aber durch (3) 
nicht genau charakterisiert. Die Bewegung kann z, B. 
am Anfang eine langsamere sein, dann eine raschere 
werden , ao daas schliesslich doch die gleiche mittlere 
Geschwindigkeit resultiert. Man wird aber dio wahre 
Geschwindigkeit um so genauer kennen lernen, je kleiner 
die Zeit A * ist, in welcher der "Weg A s zurückgelegt 

Erklärung, Unter der Geschwindigkeit der un- 
gleichförmigen Bewegung versteht maa in der Mechanik 
den Grenzwert, gegen welchen der Ausdruck (3) oder 
die mittlere Geschwindigkeit ia einem darauifo Igen den 
Zeitteil At konvergiert, wenn At^^O wird. 
„^ lim A3__^ 
it=oAt dt 
Eine ungleichförmige Bewegung kann g l e 
förmig oder ungleichförmig beschleunigt 



= !'(l). (4) 
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je naclidetn die (jeschwmdigkeit m behebigöu glejihen 
Zeiten um gleichviel oler nicht .gleichviel zunimmt 

Erklärung TJatei dei Besohlouniguag \etsteht 
man die Zunahme dei Geschwindigkeit in der Zeit 
einheit 

Aendert aicli in dei Zeit At die Öehchwindigkeit 
um Av, so ist 

Av = l'{t+At)-f'(t). 

Man nennt alsdann 

die durch aohuittliche odei' mittlere BeHchleunigung wäh- 
rend des Zeitteils At. 

Erklärung. Unter der Beschleunigung p der 
ungleichförmigen Bewegung verateht man den Grenz- 
wert, gegen welchen der Ausdruck (5) in einem darauf- 
folgenden Zeitteil At konvergiert, wenn At cerachwindet. 

Nun ist nach Formel (4) 

v=^ = f'(t), daher auch 
dt ^ " 

Satz. Bei der ungleichförmigen Bewegung, 
die durch das Abatiiidagese tz 9 = f(t) defi- 
niert ist, hat zu irgend einer Zeit t die Ge- 
schwindigkeit den "Wert 



' dt 



-f'(t) 
g den folgende 
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Geradlinige Bewegung eines Punkts, 177 

dv li's 

womit die geradlinige Beweguujv vollständig 
bestimmt iat. 

Die beschleunigte Bewegung kann gleichförmig 
oder ungleichförmig beschleunigt sein. 

Erklärung. Eine Bewegung heisst gleich- 
förmig beschleiiaigt, wenn die Geaohwiiidiglteit 
in gleichen Zeiten um gleichviel zunimmt oder wenn 
die Beschleunigung kunatant ist. 

Setzt man diese Beschleunigung gleich der kon- 
stanten ÖTÖsae p, so ist 

S-P- (8) 

Diese öröase iat offenbar dai'ch Differentiation 
nach t hervorgegangen aus 

^-Pt + v.. (9) 

und diese wieder aus 

WO V|| und a„ kouätante Gröasen bezeichneu, 

Ist für t = 0, d. h, bei Beginn der Bewegung 
v^O und s = 0, so ist auch Sj,=0 nnd v^^^O und 
erhält man 



Y=pt 

i folgt durch Elimination ^ 



<r, UiJliere Anälysi: 
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178 Anwendung der Differentialrechnung auf die Mechanik, 

Satz. Bei der gleichförmig beschleuaig- 
ten Bewegung ist der Weg proportional dem 
Quadrat derZeit, die Geschwindigkeit pro- 
portional der einfachen Potenz der Zeit und 
das Quadrat der Geschwindigkeit propor- 
tional dem zurückgelegten Weg. 

§ 71. Anwendung auf den freien Pall und den seuk- 
reclitcu Wurf aufwärts. 
1. Für den freien Fall im luftleeren Raum ist er- 
fatrungsgemäss für unsere Breite die Beschleunigung 
gleich der Anziehungskraft der Erde 

Es ist somit 

ds 
v = ,,- = gt + c, 

Ist hei Beginn der Bewegung {für t = 0) die (ie- 
schwiudigkeit v = 0, so folgt hieraus Cj^C; somit ist 

Dieser Ausdruck ist aber offenbar durch Ableitung 
nach t aus dem folgenden hervorgegangen 

.= |8f + "., 
WO Cj = wird, wenn für t = auch s = ist. 

Satz. Der freie Fall eines Körpers im luft- 
leer en Raum ist bestimmt durch die Gleichungen 

v-gl (3) 
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Anwendung auf den freien Fall. 179 

2. Wird ein Körper mit der Anfangsgeschwindig- 
keit V|, senltrecht aufwärts gewoH'ün, so ist 

eine Gleichung, die hervorgegangen ist aus 

Da für t = V = Vi, sein soll , so folgt hieraus 
c — V und geht diese Gleichung über in 

T-v.--gt. (6) 

Diese wii'd aber offenbar durch Differentiation 
nach t erhalten aus 

WO die Konstante c^ =0 zu setzen ist, wenn für t = 
auch a =^ ist. 

Satü. Der senkrechte "Wurf aufwärts ist 
liestimmt durch die Gleichungen 
v = v„-gt ^ 



gt' + v„t 



(T) 



= für t = — 7 und 



Satz. Wird im luftleeren Raum ein Kör- 
per senkrecht auiwärts geworfen, so steigt 
er t-=-5- Sekunden und erreicht dabei eine 
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Den gleichen Weg hat er nachher beim Fallen 
zurückzulegen. Setzt man daher cliesen Wert von 3 



iu 


^ 2 


gtVin,.oe 


rgiebt sich al 


3 'Zeit, die er beim 


Fallen zurückzulegen hat, ebenfalls der Wert t=^. 




Satz. 


Wird eil 


1 Körper 


senkrecht aiif- 


wä 


rts g 


eworfen, s 


braucht 


er zum Steigen 


dit 


i glei 


che Zeit w 


ie nachher 


■ zum Fallen. 




Eine 


Folge dieses 


Resultats isl 


: auch der folgende 




Satz. 


Ingleiche 


nHöhenis 


t dieG-eschwin- 


(lif 


jkeit 


beim Ste 


ligen dies 


elbe wie beim 



§ 72. Krnmmliulge Bewegung elues Körpers. 

1. Bin Korper kann sich entweder frei unter dem 
Einfluaa von Kräften bewegen oder auch genötigt sein, 
diese Bewegung auf einer gegebenen krummen Linie 
oder Fläche auszuführen. Man spricht dann im ersten 
Fall von einer freien, im zweiten von einer ge- 
zwungenen oder unfreien Bewegung. 

Wird beispielsweise ein Körper unter einem Winkel 
schief aufwärts geworfen, so beschreibt er eine Pai'ahel. 
Diese Bewegung — die parabolische — ist eine freie, 
die nur unter dem Einfluss der Schwerkraft näher 
modifiziert wird. Bewegt sich dagegen ein Körper am 
Endpunkt einer Schnur, auf einem Kreis oder einer 
Kugelfläche, so heisst eine solche Bewegung eine ge- 
zwungene oder unfreie. 

2. Auch die krummlinige Bewegung kann gleich- 
förmig oder ungleichförmig sein. 
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Erklärung. Eine gleicliförmige krummlinige 
Bewegung ist eine solche, bei walohor in gleichen Zeiten 
gleiche Bögen beschrieben werden. 

Die Geschwindigkeit einer gleiclifdrmigon krumm- 
linigen Bewegung ist konstant und gleich dem Quo- 
tienten aus dem zuriickgelegten Wog dividiert durch 
die aufgewendete Zeit, 

3. Erklärung. Eine krummlinige Bewegung 
hoisst ungleichförmig, wenn nicht in beliehigen gleichen 
Zeiten gleiche Bögen beschrieben werden. 

Bewegt sich ein Punkt auf einer gegebenen Kurve 
nach einem gegebenen Bogenabstandsgesetz 

■ = f(t), 

so versteht man unter der Bogengesüh%vin<.ligkeit wie 
ia S 69 den Aub druck 



v=ä-j-P(t) 


(1) 


id unter der Bogenbeschleuniguiig den 


folgende,, 


d's dv 
P = äP = dt='"(') 


(2) 



Unter der ßichtnng der Geschwindigkeit ver- 
stellt man die jeweilige Eichtung der Bewegung oder 
die Richtung der Tangente in dem bewegten Kurven- 
punkt. 

Schneidet eine Sekante, die mit den drei recht- 
winkligen Koordinatenaxen des Raums die "Winkel o, ß, f 
macht, die Kurve in den benachbarten Punkten P und 
F' mit den Koordinaten syz; x-fdx, y-fdy, z-Hdz, 

d I = d s oos a, d y — d 8 cos ß, d z = d s cos y (2) 
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182 Anwendung der Differentialrechnung auf die Mechanik. 

die Projektionen dea Bogenelements ds auf die drei 
Koordiuatenasen. 

Erklärung. Man bezeichnet als Komponenten 

der (Bogen-) Geschwindigkeit ^ == tt i^Jß Projektionen 
derselben 

ds dy dz 

y,= - = VCOS„, Vy-j-^^VCOS^, Vz = ^^=VCOS, (3) 

auf die drei Koordinatenaxen. 

Durch Quadrieren und Addieren erglebt sich hieraus 
v^ ;=z Vx' + Vy^ -)- Vz' oder \ 



Eben» 


bezeiclinet man 


©" + ©" i 
als Komponenten 


der (Tai 


gentiai-) Beschleunigung -jj 


d' 
^dt 


i die Ausdi'ücke 




d'i 

p-=dr" 


d'y 


d'z 

^di" 


oder 




(6) 


dv 


dv 


/, P. 


dv 

= j^OOS,. 




(5') 


Hieraus findet man 











\dty - \dt^; ~ ^^ ' ^^ ' ^^ ■ '^^ 

3. Jede Bewegung, welcher Art sie auch sein mag, 
ist das Eesultat einer Kraft, ohne Kraft kann keine 
Bewegung stattfioden, ebensowenig ein in Bewegung 
befindlicher Körper zur Ruhe kommen. Diese That- 
sache ist auBgedrückt durch das Gesetz der Träg- 
heit von Galilei: 

Nur durch die Wirkung einer Kraft kann 
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versetzt oder oine schon vorhaTidene Beweg- 
ung abgeändert werden. 

Jede Kraft kann nach dem Gesetz vom Parallelo- 
graram der Kräfte in andere Kräfte — Komponenten — 
zerlegt oder mehrere auf einen Punkt wirkenden Kräfte 
zu einer einzigen — Kesultante — ausammengesetzt 
werden. Wir werden uns deshalb mit dieser allein be- 
schäftigen können, 

Erklärung. Unter der Eiuhtung einer Kraft 
versteht man die Richtung, in welcher sich ein Punkt 
oder ein Körper unter dem Einfluss derselben zu be- 
wegen anfängt. 

Erklärung. Unter der Grösse der Kraft ver- 
steht man in der Mechanik das Produkt aus Masse m 
und Beschleunigung p 

F = mp, 
WO m die in der Physik definierte Bedeutung der 
Masse hat. 

Hat man als wirkende Kraft die Anaiehungskraft 
der Erde, so ist p — g = 9,81 und F gleich dem Ge- 
wicht des Körpers. 

Satz. Die Anaiehungskraft der Erde 
oder die Beschleunigung der Schwere er- 
teilt der Masse m eine "Kraft,, die gleich 
ihrem Gewicht ist 

Q-mg. 

Wirkt auf einen Punkt P (syz) die Kraft F (oder 
auch mehrere Kräfte, deren Resultante P ist) mit den 
Komponenten X, Y, Z, so ist die Bewegung des Punktes 
bestimmt durch die Differentialgleichungen der 
Dynamik 
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184 Anwendung der Differentialrechnung auf die Mechanik. 
die mau auch iu der Fnrm selireibeu kauu : 

m'^^'-T .»'''■'-Y u,*'"-? m-, 

oAei' 'X Y 7 

ilvs = "^dt, (ivy = -„-i.U, dv^ = ~At (9) 

Hieraus folgt der 

Satz. Die Kuwüclise dor Geschwindig- 
keitskomponenten in dem Zeitelement dt 
sind proportional mit dt selbst und mit den 
wirkenden Kräften und umgekehrt propor- 
tional der Hasse m. 

Multipliziert man die Gleichungen (7) der Eoihe 

dx dy dz , 
nach mit ^-r, -^-r, , , und addiert sio, so folgt die 

dt dt dt 
GleichuMg 

/dxd'x dyd'y dzd=a\ dx dy da 

■" \dt d t' ■*■ dt dt' ■"" dt dtV ^ ^dt "^ ^ dt "^ '^ dt' 
deren linke Seite eich auch schreiben lässt 

2 dt|\dtj \dt^ W) J 2 dt dt ■ 

Somit ist 

''(2'')_ d, dy d. 

^dt^-^dt+^dl+'^dt 
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= Xdx + Ydj + Zd 



(10) 



Erklärung. Das halbe Produkt ^ v' aus einer 
Masse und dem Quadrat ihrer Geschwindigkeit heisst 
die lebendige Kraft der Maase, 

Das Produkt aus Kraft und "Weg in der Kraft- 
richtung heisst (die dem Weg entsprechende) Arbeit 
der Kraft. Dies vorausgesetzt liefert die Formel (10) 
den Satz: DieZunahme der lebendigoa Kraft, 
die ein Kö rp er u nter dem Einf Ins s der Kräfte 
X, Y, 2 erlangt, ist gleich der Summe der 
von jenen Kräften geleisteten (Elementar-) 
Arbeiten. 




Sind ^i»!- die Winkel, welche die Resultante F 
der Kräfte X, Y, Z mit den Axen macht, so ist 

X = Füos>t, Y = Pcos/*, Z^Fcosv. 
Mit diesen und den Formeln (2) geht der Ausdruck (10) 
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186 Anwendung der Diffcrcntialreclinurg auf die Mechanik, 
d ^ = F Jb (cos a cos ,« + cos ß cos /* + cos y cos ,.) oder 
d^ --Fdscosi oder (11) 



^^2-)-''- ''* 



den "Wiukel hczciclinot, welchen diia Kurven- 
element d ä mit der Richtung der Kraft macht und 
da cos c die Projektion des Kurven elements auf die 
Kraftriclituiig oder der von der Kraft in der Eichtung 
der Kraft zurückgelegte Weg ist. Damit hat man den 
Satz von der lebendigen Kraft gewonnen. 

Satz. Bewegt sich ein Körper unter dem 
Einfluss einerKraft, so ist die während der 
Zeit dt gewonnene lebendige Kraft gleich 
der Arbeit, welche die Kraft während dieser 
?;eit in dorEichtung derKraft geleistet hat. 

d^'=l'dacos.. (11) 

Ist die Kraft F konstant und unabhängig von den 
Koordinaten des Kurvenpunkta P, so kiinn man setzen 
d3cost=dy, womit die Gleichung (ll) übergeht in 

d "y^ =^ F d y, 

die oflenbar durch Differentiation nach t hervorgegangen 

Hat der Körper am Ende des Wegs y„ die Ge- 
schwindigkeit V|, erlangt, sn folgt 



y Google 



Anwendung anf den ficl>iefen Wurf. 18' 

womit die oben erhaltene Gleichung übergeht in 



g 73. Anwendung auf den scliiefen Wurf. 

Wird ii» luftleeren Raum ein Körper mit einer 
bestimmten öesohwindigkeit t„ unter dem Winkel a 
schief aufwärts geworfen, so würde er sieh nach dem 
Gfesetz der Trägheit mit konstanter Geschwindigkeit in 
gerader Linie weiter bewegen, wenn die Schwerkraft 




nicht auf ihn einwirken würde. Da dies aber der Fall 
ist, so beschreibt er eine krumme Linie, die ganz iu 
einer Ebene verläuft, nämlich in der Ebene, die von 
der ilichtung der Anfangsgeschwindigkeit und der 
Richtung der Schwerkraft gebildet wird. 

Legen wir den Ursprung des rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems, Fig. 62, in den Anfangspunkt der Be- 
wegung und bezeichnen einen beliebigen Punkt der 
Bahn, den der geworfene Körper zur Keit t erreicht, 
mit P (xy). Weil nun als einwirkende Kraft nur die 
Schworkraft vorhanden ist, die nach Grösse und Rich- 
tung konstant ist, ao kommt nur eine Komponente in 
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188 Anwendung der Differentialrechimiig auf die Mechanik. 

Betracht, nämlich Y ^ — mg; es lauten daher für 
den vorliegenden Fall dio dynamischen Differential- 
gleichungen : 



d'y 1 "'" d-r 


(1) 


Diese sind offenbar durch Differentiation i 


lach t 


hervorgegangen aus 




d:=«.d^-8.+' 


(2) 


und diese wieder aus 




x = at + c,y = --^gt' + bt + d, 


(3) 


wu a, b, 0, d Konstante bezeichnen. 




Da aua der Annahme gemasa dar Aufangspunki 
der Bewegung {t = 0) im ÜrspriiDg des Koordinaten- 
systems x = 0, y = liegen soll, so folgt hieraus c = 0. 



= 0. Da ferner die Anfangsgeschwindigkeit v, 
1 Koraponeuteu ^^ cos «, v^ sin a gegeben ist 
ii aus (2) 

^^ ^a = vcos«-'^| ^h = vsin„ 

Damit gehen die Gleichungen (2) und (3) übi 

"dt '»--""''y dt 



(3)« 



.,.l 



womit die Bewegung vollständig bestimmt ist. 
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Durch. Elimination voa t aus tlen G-leiclinngeii (3)* 



ei'giel)t sich als Gleichung der Flugbahn 




,- ,-fn- ^''^ 


(4) 


y-'^tg« 2^^.,„,.„. 


die eine Paralje! darstellt, welche durch de 


a Urspriiug 


geht, die Sdi eitel koor diu aten 




| = 0D- "sinßRoaa, ^~J{T> = -^ 


.In". (5) 


und den Parameter 




besitzt. S 


(6) 


Für y = ergieht sich aus Gleichmi 


,g (4) n.d. 


Fig. 62 als Wurfweite A = ^-''-"-aiu« 


cos« 



= ---sin2a, die für siu2a=l oder «=45" ihren 

g 
grössten Wert erreicht. 

Die Wurf höhe H D =J^^- sin'« erhält ihren Ma- 
2g 

xiitialwert für ain a = 1, oder a = 90"- 

SatK. Bei einerlei Anfangsgeschwindig- 
keit wird die grösste Wurfweite erreicht, 
wenn der Korper unter einem Winkel von 
« = 45° schief aufwärts geworfen wird, desgl. 
die grösste Wurfhöhe, wenn er senkrecht 
aufwärts geworfen wird. 

Die Direktrix der durch (4) dargestellten paraho- 
liacben Bahn ist parallel zur x-Axe und geht durch 
den Endpunkt, der bei senkrechtem Wurf aufwärts er- 
reicht wird. Da ihre Entfernung GD — ;"• von der 
x-Axe Qiiabhängig von « ist, so gilt der 
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SnU. "Werdeii mehrere Körper mit der- 
selben Anfangsgeachwindigkeit untor ver- 
schiedenen Winkeln aufwärts geworfen, so 
beschreiben dieselben ebenaoviole Parabeln, 
die sämtlich die gleiche Direktrix besitzen. 

Sieht man in Gfleichung (4) a als veränderlich an, 
so stellt dieselbe eine Scliaar von Parabeln dar, deren 
TJmhiillnogslinie die Gleichung hat 

■'■ = T-'(ft'-4 '". 

Diese ist eine Parabel , deren Brennpunkt im 
Wurfpunkt und deren Scheitel in der y-Äxe in der 

Entfer 

Dlrektiix obigei Paiahe!b\hnea la x =^ 0, y = ^- be- 
ruht t) Das zu.rehuiige Diehungsparaboloid ist bei 
gewissen &piinghiunnen i\i Äu^senfläche einer Garbe 
TOD Wigsei'itiaiilen zu beobachten 

Die Breanpankto aller dun,h (4) dargestellten 
parabnhadii'n Bahnen mit den Koordinaten 

^ = ^6in2«, ■>i = — l'' cos 2« (8) 

>' 2g ' ' 2g 

liegen auf einem Kreis vom Radius ^- um den Ur- 
sprung 0, der die Gleichuog hat ; 

Eliminiert mau aus den Gleichungen (5) die 
Grosse a, so folgt als öieichuug des geometrischen 
Orts, den der Scheitel dieser Parabeln beschreibt, Fig. 63 



y Google 



Anwendung auf den schiefen Wavf. 



r+4,'— ^^-0.(10) 
Derselbe ist eine El- 
lipse, welohe die x-Äxe 
und die Direktrix in. 
x = berührt und die 
Halbaxen 

2 g' 4 g 
besitzt. 

Quadriert und addiert 
man die Gleichiingen (2)*, 
so erhält man mit Be- 
nützung Yon (3)* 
v' = v/-2gy. (li) 

Dies ist aber derselbe 
Ausdruck, den wir auch 
in § 70 für die Geschwin- 
digkeit eines senkrecht 
aufwärts geworfenen Kör- 
pers erhalten liaben. Da 
derselbe vou a unabhängig 
ist, so gilt der 

SatK. Werden eine 



i Kö 



litdergle 



ihenÄii- 
ndigkeit 
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192 Anwendung der rifferentialrechnang auf die Mechanik. 

durch dieselbe Horizontalebene {Niveau- 
flSche) stets die gleiche Geschwindigkeit. 
Dieselbe wird ein. Minimum, nämlich v,, cos a gleich 
der horizontalen Komponente der An fangageaeh windig- 
keit, wenn der Körper den hßohaten Punkt der Bahn 



Hat ein Parabelpunkt mit der Ordinate y von der 
Direktrix die Entfernung tj, so ist 

womit die Gleichung (11) übergeht in 
v=-2g^. 
Durch diese Beziehung ist aber der Satz gewonnen : 
Satü. Bei der parabolischen Bewegung 
ist die Geschwindigkeit in jedem Punkt der 
Bahn gleich der Fallgeschwindigkeit, welche 
der Tiefe dea Bahnpunkta unterhalb der 
Direktrii: entspricht. 
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Hat uiib «ngdrüSt miü)iv\i>kgdc. tiefer ^oriicruna flereilil ju mcrtcit, 
iat atlt^of in meifiEt^ofter ÜSeife Bttfionlitii. 

seiitttei: i b. Bagr. ©^rait.-S^uItt.: Smiüubu, ®rii^. ©e« 
((^*te. ©iiDii bet Käme unb bet ffiuf beS SSerfaftere »>ärüt bafür, bafi roir 
nic^t droabtgg eine tcocTeneSomptlotion Bot unä ^oBeh, il6e»aff äeifieii fi^ 
bit ©pure» (elbftäubigM Sttbeit. 

lEralt. ©djulinanit: ©ci|fett, BäialifvapS, S« wirb in g^' 
itänfltK <i)arftettnn(i lia »eidjer, WB^lburc^ba^ter, hen neneften 
fiSbagogifi^en Seftrebungen gece^t tneirtfuber 0*>^t't geboten unb 
für ben, bet tiefeir einbringen luiK, i^ fleforgt Htä) tei(^^aIHge Sitfernhii:- 
na^weife. 

3eitlt^r. f. b. iReallc^uIro,: ^S mx ein ßlüdli^et ©ebante 
ber rüfiriaen 5ßertog§I)anb!u«fl, bie Sibfaffung beS bet (Sinfüfirung in bie 
Sttit^nietit unb Sllgebtii biencnben ©dnbctienä ifttei: „©ommlung" bcra 
Soi^genc^teten Jfaci)- nnb Sc^iilmanne ^wf. Dr. ©(^ubert gu Ü6et- 
trogen .... ®£r SSerfaJIet toufete bie ©dittiieriafeiten mit flto|era 
&tWd au bciuftltigen, iiibem er biircli einen ftrrnfl fijfieinfltiff^eii 3(uf< 
6n» be§ orit^metilt^en Se'iitaeMnbeS bet ^foilungSEroft beS SlnffingetS 
möglic^p SHecInung trug unb ba&ei mit baä §aupt|arf|Iic6e ivS Sluge 
fa§tc. — gotBKlfammluiiB nnb giepetitotium ber äfiat^ematif ton 
*tof. Sft. ajJlcHen .... Sie burc^ reinen 2>ruif unb acfd)mittfnolle 
atuspoltttua jic^ au8ä«iiin«ibe „Jfottiielfamntluns" wirb infolge il)«* 
»eilten »ielfeitigen S^n^lteS, i&tei: jMettentfptei^enbcn Slnorbnutifl unb 
Bvientiereuben ^liebetuug aU 9!ai$[r^Iagebucb Dotj&glic^e S)ien^e leijten. 

®tenjboten: ^aS ^renibtvott im Sieutfil^en uou Br. Stub. 
£leiiipau(. ^n te^iteid^eS ^tt^Iein, ba€ in {einen engen SBänber. .... 
»ine %üUe üo« ©ptai^beleömnii fiietet, bie jeben feffeln niug, bet nu 
einigeimaSen baS S9ebütfniä fiif)lt, fii^ Aber ©ptac^binge Stu(ftatung ■ 
Becfiiiaf(en. %n 18«:fo|fet ^at Tni) Won im&i äa^Ireii^e »oHätümÜ 
SSIidiet ß6et bie ©ptQ(t)e \mh ifet Beben Befairat gemai^t, et ßat e' 
ouSgebteitete, fläjete Senntniä bet ©proc^ unb aSottgeft^iÄte, ^at i 
ausbauet ouf bie|em Sebiete gejammelt unb iBei& jeinen «tojf imn 
ßejdiitft ju gruppieren unb borjutragen. . . . 

©taatSanjefget: %\e ißämif^e Sitteta tut gef^ii^te ift eu. 
fleiftwoHe glBnjeube Wrteit. ©intenbet Mt bielel&e oon änfang biä 
©nbe mit gtOfetem ®enu6 butd)gelejen unb bafiei Sttt unb Sntiaiätung 
beä rSmifctien ©c^tifttumä unb bamit beB tömitd^en SeifieSlebenS über* 
liaa^t beffet unb gtüubtic^et berfte^en gelernt, nlä butc^ mauc^eS üiet* 
ftünbige UitiBet(itätStolIeg obec bictieibige ^atibbficfiet, 

SfteteotDlogii^e Seitic^tift: 2:rabett ()at in bcraKeteo- 
rologie Jeiiie frtjioierige aufgäbe Botttefftii^ geldft. Qn aßen gtogen 
Bettcitt et ben neueften unb legten ©tanbtpunt, 

©i^iiieisetil(t)e aeßretäeüung: SBJer bie ^etJJeftiBe 
Bon gre^betget unb iaä ©eomettif^e äeiii^uen non »ecEer 
butc^ge^t, loitb [eine gteube baran [)a6ei[. ©d niet für jo nienig ©cib 
loivS mo^I Eaum anberSroo geboten. Die Qffuftrationen (inb (anbei 
uUi ^ S>et S:ejt i^ fnap^ iiiib Hat unb auii ba, luo er nie^r an- 
beut 'f;tt, onre genb. „____ 
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